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第 一 章 ”随机 事件 与 概率 


8$ 1 样本 空间 与 随机 事件 


1 ”随机 现象 


自然 界 中 有 许多 现象 在 一 定 条 件 下 必然 会 发 生 。 例 如 : 同性 电荷 必然 互相 排斥 ， 在 
标准 大 气压 下 水 加 热 到 100C 必 然 沸腾 等 等 ， 这 类 现象 称 为 确定 性 现象 ， 在 一 定 条 件 下 ， 
必然 出 现 的 结果 称 必 然 事 件 。 必 然 事件 的 对 立 面 是 不 可 能 事件 。 

然而 自然 界 中 还 存在 大 量 的 非 确定 性 现象 。 例 如 观察 某 一 商店 每 天 来 的 顾客 数 与 销 
售 商品 的 数额 都 不 是 确定 的 ， 又 如 : 正在 放射 c 粒 子 的 放射 性 物质 ， 每 天 在 同一 规定 的 
时 间 内 放射 的 粒子 数 ， 事 先 无 法 确定 ， 这 类 现象 的 共同 点 是 : 在 基本 条 件 保 持 不 变 的 情 
况 之 下 ， 可 能 出 现 这 样 的 结果 ， 时 而 又 出 现 那样 的 结果 ， 而 且 事先 无 法 断言 出 现 的 究竟 
是 哪 一 种 结果 ， 这 类 现象 就 称 为 随机 现象 。 
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2 ”随机 试验 


所 谓 随机 试验 。 直 观 的 讲 ， 观 察 (或 量 测 ) 在 一 定 条件 下 随机 现象 出 现 的 结果 ， 即 随 
机 试验 (简称 试验 )。 进 行 一 次 试验 就 是 在 特定 条 件 实现 一 次 并 观察 其 结果 。 在 一 次 试验 
中 ， 某 个 结果 是 否 出 现 具有 一 定 的 偶然 性 。 比 如 说 ， 我 们 撕 一 次 骨 子 ， 就 可 以 看 成 是 一 
次 试验 ， 因 为 撕 般 子 出 现 的 点 数 是 无 法 预先 确定 的 ， 即 试验 的 结果 是 侦 然 的 、 随 机 的 。 
但 许多 实践 早已 证 明 : 当 进 行 大 量 的 重复 试验 时 ， 其 结果 就 会 出 现 某 种 固有 规律 性 。 

例如 ， 在 投掷 一 枚 质地 均匀 的 硬币 时 ， 上 只 投掷 一 次 时 ， 投 掷 的 结果 是 正面 还 是 反面 
是 无 法 确定 的 ， 但 当 大 量 重复 投掷 便 币 ， 就 可 以 看 到 出 现 正 面 的 次 数 约 占 总 试验 次 数 的 
一 半 。 又 如 茶 人 打 划 射 击 ， 若 射击 次 数 不 多 ， 部 上 的 弹 着 点 似乎 是 随意 分 布 的 ， 但 倘若 
进行 大 量 的 重复 射击 时 ， 弹 着 点 的 分 布 就 逐渐 呈现 规律 性 : 它们 大 体 上 关于 诅 中 心 对 称 ， 
靠近 世 心 的 弹 着 点 密 ， 偏 离 台 心 越 远 弹 着 点 越 稀少 ， 且 弹 着 点 落 在 靶 任 意 指定 区 域内 的 
次 数 与 射击 次 数 n 之 比 (频率 ) 大 体 上 保持 稳定 ， 且 n 越 大 ， 其 频率 稳定 性 就 愈加 明显 ， 
这 种 在 大 量 重复 试验 中 随机 现象 所 呈现 的 固有 规律 ， 我 们 通常 称 之 为 统计 规律 。 

为 了 研究 的 方便 ， 我 们 有 时 也 会 把 具有 固定 结果 的 试验 ， 看 成 是 随机 试验 的 极端 情 
形 。 有 时 ， 又 需要 把 几 次 试验 作为 一 个 整体 合 起 来 看 成 一 次 随机 试验 ， 例 如 : 可 以 把 连 
续 撕 三 次 骨 子 看 成 是 一 次 随机 试验 。 

若 试 验 具 有 下 列 共同 特征 : 

1) ”在 相同 的 条 件 下 ， 试 验 可 重复 进行 ; 
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2) “试验 的 一 切 可 能 结果 是 预先 可 以 明确 的 ， 但 每 次 试验 前 无 法 预先 断言 究竟 会 出 














现 哪个 结果 。 
则 称 之 为 随机 试验 ， 简 称 试验 ， 记 作 五 或 局 ， 己 等 。 
例如 : 














Ei1: 掷 一 枚 硬币 ， 观 察 正 面 或 反面 出 现 的 情况 。 
Ey: 记录 某 一 个 服务 台 在 8 : 00~9 : 00 之 间 到 来 的 顾客 数 。 
E3: 在 有 噪声 干扰 的 条 件 下 ， 测 量 线路 某 一 终端 电压 。 
























































3 样本 空间 











对 于 随机 试验 已 ， 以 @ 表 它 的 一 个 可 能 出 现 的 试验 结果 ， 称 @ 为 巨 的 一 个 样本 点 。 











样本 点 的 全 体 称 为 样本 空间 ， 用 2 表示 。 即 8={ w}。 


























从 集合 论 的 观点 看 ， 样 本 空间 2 是 由 一 切 可 能 结果 所 构成 的 集合 ， 而 每 个 样本 点 o 




















是 集合 2 中 的 元 素 。 对 于 上 面 的 随机 试验 有 : 
Ei: 掷 一 枚 硬币 一 次 ， 观 察 出 现 正 、 反 面 的 情况 。 则 Ei 的 样本 空间 为 
































(2={ 1, 2}; 


其 中 wi 表示 出 现 的 是 正面 ， w? 表示 出 现 的 是 反面 ，wi 与 2; 分 别 为 8 的 样本 点 。 
Es: 服务 台 在 8 : 00 一 9 : 00 之 间 到 来 的 顾客 数 ， 则 2=fz | n=0,1,2…}; 可 见 2 包含 











可 列 无 穷 多 个 样本 点 。 




















E3: 在 有 噪声 干扰 下 ， 测 量 某 终端 电压 ， 则 2=f | xER}， 其 样本 点 有 不 可 数 无 穷 





多 个 。 
































注 : 在 同样 的 试验 条 件 下 ， 由 于 试验 的 考察 侧面 与 目的 不 同 ， 可 能 选择 不 同 的 样本 





空间 ， 这 是 初学 者 必须 注意 的 。 例 如 : Ea: 一 枚 硬币 投掷 两 次 观察 出 现 正面 的 次 数 (注意 





























oo，w'ow'} 《其 中 : wo 代表 出 现 正 面 ，w' 代表 出 现 反面 )， 包 含 4 个 相 








此 时 投 拓 两 次 硬币 才 算 完成 一 次 实验 )。 84={0,1,2}， 其 0,1,2 分 别 表 示 出 现 正面 的 次 数 ， 
< 有 3 个 样本 点 。Es: 一 枚 硬币 投 撕 两 次 观察 出 现 正 、 反 面 的 次 序 , 则 8={ 0 0，% @'， 


F 本 点 。 


为 了 便于 理解 ， 以 下 仅 限 制 样本 空间 2 为 可 列 集 时 ， 给 出 相应 的 概念 。 








4 ”随机 事件 
为 了 便于 直观 理解 ， 不 妨 在 这 一 小 节 先 设 样本 空间 2={f o} 为 可 列 集 。 




































































为 随机 事件 。 我 们 用 大 写 英 文字 母 4、B、C、4; 等 来 表示 。 例 如 : 




















通常 ， 对 于 某 个 随机 试验 来 说 ， 在 一 次 试验 中 可 能 出 现 也 可 能 不 出 现 的 事件 ， 就 称 














在 实验 El 中，A={ oj} 表 示 出 现 正 面 这 一 事件 ，42={ wo?} 表 示 出 现 反面 这 


41，42 都 是 事件 。 








中 
ul 
让 





在 请 中 ，A={n | 0<n 三 10} 表 示 在 8 : 00~9 : 00 之 间 出 现 的 顾客 数 不 超 过 10 人 这 


nal 





有 件 。 


在 Es 中 ，A={ % ww，w "wow) 表 示 搓 第 二 次 出 现 的 是 正面 这 事件 。 














在 引入 了 样本 空间 的 定义 后 ， 即 从 集合 论 的 观点 看 : 粗略 地 说 ， 样 本 空间 2 的 子 集 








就 是 随机 事件 。 
































对 于 事件 AcQ， 若 中 的 菜 一 样本 点 w(e 4) 在 本 次 实验 中 出 现 了 ， 则 称 该 次 试 
验 中 事件 4 发 生 。 若 we4， 即 多 在 本 次 实验 中 没有 出 现 ， 则 称 该 次 试验 中 A 不 发 生 。 

从 随机 事件 的 定义 可 以 看 出 随机 事件 包含 着 两 个 极端 情形 。 其 一 是 在 任何 一 次 试验 
中 必然 出 现 的 事件 ， 称 为 必然 事件 。 由 于 样本 空间 2 在 每 次 试验 中 必定 出 现 (无 论 哪 一 个 
0% 出 现 ， 均 有 we 2) 故 2 是 必然 事件 。 另 一 种 是 在 固定 的 试验 条 件 下 不 能 发 生 的 事件 ， 
称 为 不 可 能 事件 ， 用 空 集 儿 表示 不 可 能 事件 。 















































| 








































































































例 1.1 将 一 个 红 球 g， 一 个 白 球 2， 随机 地 放 在 编号 分 别 为 I、 开 、 王 的 盒子 中 ， 
观察 两 个 球 放置 的 所 有 可 能 结果 ， 如 下 图 用 竖 线 表示 盒 壁 ， 
把 全 部 结果 表示 如 下 : 





























































































































人 ab © ab G) ab 
I i II I 1I II I 开 II 

由 a b © a b G) a b 
I i HI I I II I 开 II 

(@, b a b a @ b a 
I i II I II II I 开 II 






































若 用 记号 wk 入 用 9) 表 示 上 面 第 大 个 结果 《〈 样 本 点 )。 记 : 4= 至 少 有 一 个 盒 放 入 两 
球 , B= 第 一 使 有 球 , C= 第 二 盒 无 球 , D= 每 盒 恰 有 一 球 , 至 少 有 一 盒 是 空 的 ; 则 ”4={w 
1» 2, 3}, B={ 1, 4, Ws, CT， Wg}, C=1 1, 3, ws, wg}, D=, E= 22。 


例 1.2 帮 将 二 个 不 可 辩 的 球 (例如 两 个 同样 的 红 球 ), 随机 地 放 在 偏 号 分 别 为 1、 械 、 
































































































































ZI 的 盒子 中 ， 观 察 其 放置 的 可 能 结果 ， 若 球 用 a 表示 ， 则 其 样本 点 为 : 
加 aa © aa G) aa 
I 工 11 I 1I III I 1I III 
由 a a © a a @ a a 
I 工 I I 1I III I 工 III 
若 用 wx(1 志 kK<6) 表 示 上 面 第 个 样本 点 ， 记 : 4= 至 少 有 一 盒 有 2 球 ，B= 第 一 盒 有 





















































球 ，C= 第 二 个 盒 是 空 的 ， 则 相应 的 事件 可 以 表示 为 : 
A={ ©1, 2, V3}, B={ O14, 4, Os}, C={ OO，03，05}。 
再 如 : 上 一 例 中 球 与 盒 都 是 不 可 区 分 的 ， 则 上 例 中 w1~~ w3， 三 个 样本 点 不 再 区 别 ， 
同样 第 4 一 第 6 个 ( 即 w4 一 26 样本 点 也 不 再 区 别 。 于 是 上 例 中 的 6 个 样本 点 ， 在 本 例 ， 
就 分 为 二 类 即 “两 个 球 放 在 同一 盒 中 ”和 “两 个 球 放 在 不 同 盒 中 ” 即 本 例 应 当 有 两 个 样 
本 点 2= 两 球 放 在 同一 盒 中 ， = 两 球 放 在 不 同 盒 中 。 
对 于 给 定 的 一 个 随机 试验 ， 如 何 确切 而 恰当 的 建立 与 表示 其 样本 空间 ， 有 时 是 建 模 
和 解决 问题 的 重要 一 环 ， 这 一 点 在 讨论 古典 概 型 时 务 请 读者 注意 。 
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5 事件 的 关系 与 运算 


从 集合 论 的 观点 看 ， 事 件 既 然 是 一 些 集合 ， 就 必然 存在 着 事件 之 间 的 关系 ， 以 及 
若干 事件 来 定义 (或 表示 ) 的 新 的 事件 一 一 即 事件 的 一 些 运算 及 其 规则 。 在 以 下 的 叙述 中 ， 
设 0 是 给 定 的 样本 空间 ，A、B、C、Ai;、B;、*…… 均 表示 为 其 中 的 事件 。 

(1) 包含 关系 : 

若 事 件 4 发 生 必然 导致 事件 B 发生, 则 称 事件 B 包 含 事件 4, 记 作 AcB( 或 Bo A)。 
于 事件 A、B 均 是 8 的 子 集 , 因此 从 和 集合 论 的 观点 看 来 , 若 Y oEA 有 weEB, 则 AcCB。 

(2) 等 价 关系 : 

如 果 AcB 且 BcA， 则 称 A 与 B 等 价 ,或 称 A 等 于 B， 记 作 4=B。 

妈 v ws4， 必 有 wsB， 而 且 Y wsB， 必 有 wes4; A=B 表示 A 与 8 是 同一 事件 。 在 
概率 论 中 ， 对 同一 事件 给 出 不 同 的 等 价 表示 形式 是 一 种 重要 的 技巧 。 

(3) 事件 的 交 : 

定义 AMmB 为 事件 4,B 同时 发 生 , 称 AMmB 为 4 与 8 的 交 , 简 记 作 4B; 即 4mB = 
{wlwes4 且 weB)}。 




























































































































































































广 到 n 个 事件 : 定义 门 。 Ax 为 事件 41,A42,…,A 同时 发 生 ， 称 门 。 Ax 为 事件 


4542m4u 的 交 ， 即 门 Ak ={ ojoeApl1<k<n}。 记 门 I hx 为 事件 4A1…,A。… 辐 时 发 





生 ， 称 门 Ax 为 41…,A… 的 可 列 交 , 即 NA = Lolwes4k >1}。 


(4) 互 不 相 容 : 

A,BcQ， 如 果 4,B 不 可 能 同时 出 现 ， 即 4B 王 儿 ， 则 称 二 事件 互 不 相 容 (或 称 互 斥 、 互 
不 相交 )。 

(5) 事件 的 并 : 

定义 AUB 为 事件 4,B 中 至 少 有 一 事件 发 生 ， 称 AUB 为 4 与 8B 的 并 。 

即 4UB =={ wo|weh 或 weB}。 





















































E 广 到 n 个 事件 ， 记 (J?_ A 为 事件 A， (=1,.…n) 至 少 有 一 个 事件 发 生 ， 则 称 

















Wi_ Ax 为 事件 4, 4A2…, 4, 的 并 ， 因 此 【ji_ A =folos4 或 0eh2…, 或 oeAh,}。 








同样 ， 定 义 [j Ai 为 “事件 Ab 42…4w… 至少 有 一 个 发 生 ”， 称 (J Ak 为 “A 


区 的 并 。 
若 A、B 互 不 相 容 时 , 记 4U B=4+B， 称 为 4 与 B 的 和 。 





n n oo oo 
推广 : 车 Ai， A 互 不 相 容 ， 则 记 4 全 >》 4/ 9 (Ax 三 >》 Ax o 
1 k=1 k=1 k=1 


大 














(6) 对 立 事件 : 








定义 A 为 4 不 发 生 的 事件 ， 称 事件 A 为 事件 4 的 逆 , 或 称 A 为 4 的 对 立 事件 。 





已 = 名 
_@ o 























有 A={folosQ9,， 但 wge4}。 若 记 B=A ， 则 pe 








(7) 事件 的 差 ， 
“事件 4 发 生 , 但 事件 B 不 发 生 ” 也 是 一 个 事件 ， 记 为 A\B, 称 A\B 为 事件 4 与 B 
的 差 。 即 A\B={ o| weA 且 w&B。 若 BC4， 记 4\B 人 4-B。 



































事件 的 运算 规则 : 

1 交换 律 4mB = BMA， AB= BA; 

2° 结合 律 : AN( BAC )= (AMB)MC， A(B8C0) = (4B)C; 

3。 分配 律 A(BmC)=ABMAC, (AMB)C=(AC) Mm (BC), A(B\C) = (4BN\ (BO); 





4 德 。 摩 根 ( De-Morgan ) 定 律 : AUB =AnB ，AnB=AUB。 
以 上 公式 可 以 推广 到 有 限 个 事件 及 可 列 个 事件 : 

















A(\ JB, =( JB), AUCnBD= AUBW， (UA， = Ns, (NA = UA 


k=1 k=1 




















我 们 只 证 明 分 配 律 和 德 。 摩根 定律 
分 配 律 : A( BUC )= ABUAC 








其 余 留 给 读者 做 为 练习 。 





~ 








证 明 ， 类 % eA(BUC)OoeA | 


而 ws(BwC) 仿 osB 或 oeC 





一 ooe4(BUC) 仿 ces4 且 wsB 或 weC 
即 we4B 或 os4C@ we ABUAC， 故 : A( BUC)=ABUAC 














德 。 摩 根 定律 AUB=AMB。 


证 明 : 对 于 weAUBooworsAuUBOwo¢gAHo¢rgBoweAHowoeBoOweANMB 








故 AUB=AMB。 
6 ”事件 序列 

设 ArcQ， 厂 1,2,……， 称 {Ax,k> 1} 为 事件 序列 。 若 Yn=1,2,…，A;CAn， 则 
称 之 为 单调 增 序列 ， 定 义 : Lim A < A，， 称 Lim An 为 {4 ,n>1} 的 极限 。 
Yn=1,2,…， 4 二 41， 则 称 之 为 单调 减 序列 ， 定义 Lim 有 4， s( A，， 称 Lim A, 为 
{4 ,7> 1} 的 极限 。 单调 增 (事件 ) 序列 和 单调 减 〈 事 件 ) 序列 统称 为 单调 事件 序列 。 





























一 
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对 于 一 般 单 调 事件 序列 (ht , n> 1 令 B= 【JA ，C= 门 At， 显然 Bi 


BCCCH1， 因 此 {B,,n>1} 和 1{ CG,,n>1} 有 极限 。 


























令 Lim A, 全 LimsupA, = 人 门 UUA， 称 之 为 {4,, n> 1} 的 上 极限 ， 它 由 属于 无 穷 多 个 
n—>%0 n 


大 =] n=k 


A 的 样本 点 构成 。 











令 Lim An 全 Liminf A = 六]4， 称 之 为 {4 ,n> 1 的 下 极限 , 它 由 自 某 个 m 后 属 


1 大 =]1 n=k 














于 所 有 Ai(n>m) 的 样本 点 构成 ， 易 证 恒 有 Lim 4,c Lim A,e 


n> 














当 LimA4= Lim A 时， 称 LimAn= Lim A 为 {4 ,n>1} 的 极限 。 
也 一 >00 n> n> 


no 








例 1.3 设 事件 A,BCQO 》 令 47H1=4， 42 = 已 ,121。 


则 ;Lim A, = 站 项 =AUB, Lim A,= U a 
人 K=1 n=k n>% k=] n=k 


7 事件 的 示 性 函数 

对 于 AcQ， 考 虑 定义 在 样本 空间 2 上 的 实 函 数 : 
1 ” 当 weA 即 A 发 生 

1a( 2)= Se 
' 当 wgA 即 A 发 生 
称 二 4( 0%) 为 事件 4 的 示 性 函数 。 

引入 事件 的 示 性 函数 ， 可 使 事件 的 表示 、 事 件 的 关系 与 运算 ， 转 化 为 数量 的 表示 、 
数量 的 关系 与 运算 。 它 是 最 简单 的 概念 与 记号 ， 但 它 却 扮演 重要 角色 ， 尤 其 在 现代 概率 
论 中 发 挥 巨 大 的 基础 作用 。 容 易 验 证 : 
{I=1}S {oh(0F1}=A, {1=0}S {on(0)0}=A; 
并 且 容 易 得 到 以 下 关系 : VweQ 有 


(1) 4cCB 全 11(oOI<S1po) A=BOT (0)=1p(0); 





(1.1) 





































































































Q) Nana 2)= (0) + Ts( 2)IaB( 2); Iara( 2)= 1( 0)+ La( 0); 
G3) ZE) 一) ©); 


(4) LA( 2)+ I (0)=1; 


(5) Laas( 2)=1( 2)- 1a( ©); 


n n 
(6) 大: 记 avb=max(a,b), a^sb=min(a,b), Vv a = max{ar}, A 人 ax = min{ax}, 
大 =1 l<k<n k=1 l<k<n 
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则 Are (2) = La( ovIs( 0), Tap( ©) = (ON 0) To, 六 = (o) ， 
Ue-i4x k=1 


Ta (0)=D (0), IT (0)=AI (0). 
k=1 门 Ak k=1 


K=1 k 

















例 : 将 nn 只 球 (1~n 号 ) 随 机 地 放 进 n 只 盒子 (1~n 号 ) 中 去 ， 一 只 盒子 装 一 只 球 ， 若 
一 只 球 装 入 与 球 同 号 的 盒子 中 ， 称 为 一 个 配对 ， 记 为 总 的 配对 数 ，X 如何 表示 呢 ? 
我 们 自然 而 然 地 会 想到 示 性 函数 ， 既 然 有 配对 与 不 配对 的 区 分 ， 则 可 以 设 : 


ee | 第 让 个 球 和 盒子 配对 






























































0 第 i 个 球 和 盒子 不 配对 


可 见 和 ;为 一 个 示 性 函数 ， 而 所 求 和 可 以 表示 成 为 天 x 8 


i=] 





8$2 杆 概率 的 公理 化 定义 与 性 质 





对 于 随机 试验 ， 人 们 不 仅仅 关心 实验 出 现 的 可 能 结果 ， 往 往 更 关心 各 种 结果 出 现 的 
可 能 性 究竟 有 多 大 。 例 如 : 大 批量 产品 , 随机 抽取 3 个 检验 , 发 现 次 品 的 可 能 性 有 多 大 ? 
一 部 设备 运输 时 出 现 故 障 的 可 能 性 有 多 大 ? 甲 、 乙 两 队 正 在 进行 激烈 角逐 ， 甲 队 问 易 的 
可 能 性 有 多 大 ? 

既然 事件 在 每 次 试验 中 出 现 的 可 能 性 有 大 有 小 ， 因 此 就 可 用 一 个 数字 来 表示 事件 发 
生 的 可 能 性 ， 而 这 个 数字 就 称 为 该 事件 的 概率 。 这 就 是 事件 概率 的 直观 意义 。 然 而 ， 对 
概率 的 确切 描述 却 经 过 了 一 个 漫长 的 历程 , 直至 1933 年 才 由 前 苏联 著名 数学 家 柯 尔 莫 哥 
洛 夫 (Kolmogorov) 给 出 概率 的 公理 化 定义 ;， 从 而 使 概率 论 这 门 学 科 有 了 一 个 严格 的 理论 
基础 ， 并 在 现代 科学 技术 的 推动 和 刺激 下 得 以 迅猛 的 发 展 。 









































































































































为 了 能 迅速 而 正确 的 理解 和 掌握 事件 的 概率 这 一 基本 概念 。 我 们 先 从 概率 的 直观 背 
景 入 手 ， 而 后 再 对 一 些 特殊 的 随机 模型 讨论 ， 最 后 给 出 一 般 情形 的 公理 化 定义 。 

































































1 古典 概 型 
定义 2.1 若 随 机 试验 E 及 其 样本 空间 Q 有 下 列 二 特性 : 
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(1) 样本 空间 Q={ ob wz 由 只 有 有 限 个 样本 点 
(2) 试验 中 每 个 样本 点 出 现 的 可 能 性 相同 (等 可 能 性 )。 
则 称 定义 在 该 样本 空间 Q 上 的 概率 模型 为 古典 概 型 。 
这 类 随机 现象 由 于 具有 直观 ， 简 单 的 特点 ， 所 以 在 概率 论 发 展 的 初期 是 人 们 研究 的 






















































































主要 对 象 ， 先 讨论 它 有 助 了 


重要 的 应 用 背景 。 


























定义 2.2 设 随机 试验 E 为 古典 概 型 ,其 样本 空间 为 Q={ wu 2 2w}; 对 于 任 














件 4， 其 概率 定义 为 : 





P( 

















里 解 概率 论 的 许多 基本 概念 ， 同 时 古典 概 型 本 身 也 仍然 有 着 











二 




















和 A) -人 A 中 包含 的 样本 点 数 


二 CL) 
中 包含 的 样本 点 数 人 








若 记 pn(4)={ 事 件 4 中 包含 的 样本 点 数 }， 则 P(4= 4 (4)/ 4 (0)。 
由 定义 ，P(4) 有 以 下 性 质 : 
(1) 非 负 性 : vA c Q，P(A)>0; 





(2) ” 规 一 性 : P( 2)=1; 


(3) 设 事件 41,…,4, 互 不 相 容 ， 则 : P(A;)= P(A)); 














(4) 对 于 每 一 样本 点 wi(1 
PULw1 





i=] i=l] 


D=P({ 02)= PH) = 工 。 


n 


证 明 : 只 证 明 (4)， 其 余 的 留 作 练习 。 
设 事件 4=f oi,1 三 in, 则 由 定义 知 : P(A;)= 工 , 所 以 P({ 61))=P({ 602)) = ee 


=P({ ©,})= 一 。 事实 上 ,“ 




















每 一 个 样本 点 出 现 等 可 能 ”与 (2.1) 式 等 价 ， 即 事件 4 的 概率 








P(4) 仅 与 4 中 所 含 的 样本 点 数 有 关 ， 而 与 它 具 体 含有 的 是 哪些 样本 点 无 关 。 














例 2.1 至: 掷 一 枚 硬币 一 次 , 观察 出 现 正 、 反面 的 情况 。 只 有 两 个 样本 点 , 即 n=2; 
又 由 于 硬币 的 均匀 对 称 性 ， 故 二 个 样本 点 。 (出现 正面 )、w' (出 现 反 面 ) 是 等 可 能 的 ， 











故 EB 是 古典 概 型 。 则 P({ 6})=P({w'})=1/n=1/2。 























例 2.2 忆 : 撕 一 颗 骨 子 观察 出 现 的 点 数 。 有 6 个 样本 点 (n=6)， 假 定 骨 子 是 均匀 
对 称 的 ， 则 可 认为 每 个 样本 点 wj (1 和 6) 出 现 的 可 能 性 相同 ， 从 而 轧 为 古典 概 型 。 
则 P({ 631n=116 (1 二 i 对 6)。 若 事件 4 表示 出 现 偶数 点 ,事件 B 表 示 出 现 点 数 至 少 为 3， 


则 4={fw>z o4 wo6} 即 厂 3， 
以 P(B)= Kn=4/6=2/3。 

例 2.3 袋 中 有 10 球 ，6 
的 取出 3 个 ， 试 求 取出 大 个 






































所 以 _PU)= Kn=3/6=1/2; B={foa od os oo， 即 和 4， 所 














个 白 球 ，4 个 红 球 。 假 设 每 个 球 被 取出 是 等 可 能 的 ， 现 随机 
红 球 的 概率 (0<k<3)。 














解 : 将 球 编 号 ， 记 6 个 








球 依次 为 1-6，4 个 红 球 为 7~10。 假 设 每 球 被 取出 等 可 能 ， 














这 等 价 于 从 10 个 号 码 中 任 取 3 个 , 不 计 次 序 的 每 一 种 取 法 是 等 可 能 的 。 因 而 若 每 次 随机 




















的 取出 3 个 ， 只 观察 其 号 码 ， 不 计 其 次 序 ， 则 一 个 样本 点 等 价 于 从 10 个 号 码 中 取 其 3， 














章 随机 事件 





小 











显然 ，4x 发 生 ， 


与 概率 


当 





























出 (3-A) 个 。 


由 乘法 原 





时 有: 











六 层 : 


(1) 在 解 上 题 中 ,将 球 编号 ,目的 是 为 了 使 我 们 建立 的 样本 空 
等 可 能 的 。 倘 若 对 此 题 ， 球 不 加 编写， 那么 在 题 设 的 条 件 下 ， 随 机 取 H 





出 现 是 


计 次 序 的 一 种 组 合 。 故 样本 点 数 wp(C2) = CD 。 记 Ax = 二 { 取 3 个 ,取出 k 个 红 





且 仅 当 3 个 球 中 ， 需 从 7~10 号 ! 














取出 k (0<k<3) 个 ， 且 从 1~6 号 : 


球 }(0<k<3)。 














(A4)=ChCE* (0<k<3), 得 P(A1)=ChC8*/C。 





























观察 取 到 红 球 的 个 数 。 此 时 如 果 相 应 建立 的 〈 即 解 题 者 脑子 中 设想 的 ) 样本 空 


人 ={40o,4,42,43} © 























显然 上 述 样 





本 空 

































































































































































间 中 的 每 一 个 样 


本 点 





3 个， 仅 


间 为 


司 的 每 个 样本 点 40,4i ,42 ,43 不 是 等 可 能 的 。 这 




































































时 ， 如 硬 要 套用 古典 概 型 的 定义 来 求解 就 会 发 生 错误 。 

(2) 对 于 “等 可 能 ”的 确切 含义 ， 要 依据 具体 的 题 设 条 件 给 予 确切 的 理解 与 描述 。 
这 是 能 否 正确 解决 古典 概 型 问题 的 关键 之 一 。 务 请 初学 者 倍加 注意 。 

例 2.4 nn 个 人 抽签 分 配 n 张 彩票 ， 设 n 张 彩票 中 有 m 张 有 奖 彩 票 (1<m<n)。 假 设 每 
人 抽 到 每 一 张 彩票 是 等 可 能 的 。 试 求 第 k 个 人 (1<k<n) 抽 到 有 奖 彩票 的 概率 。 问 第 1 个 
人 抽 到 有 奖 彩 票 和 第 n 人 让 类 种 到 有 次 彩 中间 桩 来 是 否 相 等 。 

解 : 记 Ax = 第 个 人 抽 到 有 奖 彩票 (1<k<n)。 为 求 P( Ax ) 设 想 将 彩票 编号 1~n， 试 验 
只 观察 第 k 个 人 抽 彩 票 的 结果 。 建立 样本 空间 如 下 : ”QQ 中 的 一 个 样本 点 对 应 于 从 1~n 张 
彩票 中 取出 一 张 ,显然 , 4(Q)=n; h( Ax =m 。 故 : P( Ay)=m/no(1<k<n)。 由 上 知 : P(Ax)=m 
/mn 与 上 无关。 得 P(41)=…=P(4,)= 记 。 

以 上 结果 表明 ， 抽 到 有 奖 彩 票 的 概率 与 抽签 次 序 无 关 ， 这 正 是 人 们 直观 上 感到 抽签 


















































































































































分 配 是 “公平 的 ”的 理论 解释 。 
2 几何 概 型 

对 于 属于 古典 概 型 的 随机 事件 ， 我 们 利用 等 可 能 性 在 有 限 样本 空间 上 定义 了 任 一 事 
fein 但 是 由 于 有 “有 限 个 等 可 能 样本 点 ”这 一 条 件 的 限制 ， 在 涉及 有 “无 限 多 

能 的 样本 点 ”的 随机 实验 时 ， 古 典 概 型 就 不 再 适用 。 然 而 具有 无 限 多 个 等 可 能 的 样 

en es 

比如 我 们 要 乘坐 一 班长 途 客 车 , 客车 站 每 半 小 时 发 一 趟 车 , 即 12 : 00 一 12 : 30 之 间 
任何 一 刻 到 达 的 可 能 性 都 是 相等 的 ， 就 是 说 这 个 随机 试验 具有 无 穷 多 个 等 可 能 的 结果 ， 
它 已 不 再 属于 古典 概 型 。 对 于 每 个 单个 的 实验 结果 的 出 现 ， 比 如 说 ， 客 车 恰 在 12 : 15 









































到 来 的 可 能 性 
问题 的 解 ， 我 





门 


| 
个 日 





E 说 是 0。 但 客车 在 12 : 00 一 12 : 
巴 12 : 00 一 12 : 30 看 作 数 轴 上 的 一 段 区 间 ， 而 12 : 00 一 12 : 








15 到 达 的 概率 是 多 大 呢 ? 为 了 求 这 些 


15 就 成 为 


10 


区 间 的 一 个 子 





这 个 


第 - 


区 间 ， 在 这 种 情况 下 等 可 能 性 就 表现 为 : 所 取 的 点 落 在 区 间 








性 仅 与 该 区 间 长 度 有 关 ， 而 与 区 所 
间 有 有 限 多 个 样本 点 的 情形 推 ) 
果 持 着 某 种 等 可 外 





本 空 
点 仍 
























































概 型 ， 先 看 几 个 简单 的 例子 。 





j 的 形状 与 位 置 无 关 。 简 而 言 之 ， 我 们 把 十 
到 样本 空间 有 无 限 多 个 样本 点 的 情况 ， 而 每 一 样本 
性， 此 时 得 到 了 另 一 种 随机 试验 的 数学 模型 。 这 就 是 所 谓 的 几何 
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内 的 可 能 
概 型 的 样 
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> 





























维 


























例 2.5 在 





直线 [0, 10] 





区 域 上 投掷 一 质点 , 质点 随机 地 落 入 





上 每 一 点 的 可 能 性 相同 ， 求 质点 落 在 [3，5] 区 域 上 的 概率 。 











解 : 由 题 意 ， 所 有 











因 








区 间 的 长 度 ” 与 “[0, 10] 














中 , 且 落 在 [0,10] 


样本 点 充斥 的 区 间 为 [0，10]， 所 以 2=[0，10]， 令 4={ 点 落 在 [3，5]}， 


此 事件 4 的 概率 P(4) 自 然 定义 为 “[3, 5] 区 间 的 长 度 ” 的 比值 。 


(2.2) 


即 
P(A) = HA(4) _ A 中 包含 的 线段 长 度 
XU(Q) ”QQ 中 包含 的 线段 长 度 
则  P(4)=(5-3)(10-0)=15 














易 知 ， 事件 4 的 概率 仪 与 4 的 长 度 有 关 ， 而 与 4 的 形状 和 位 置 无 关 ， 这 与 质点 随机 








地 落 在 [0,10] 上 每 一 点 等 可 能 ， 两 者 是 等 价 的 。 


但 由 实 变 函 数论 可 知 ， 上 述 PC) 的 定义 (2.2) 是 不 严格 的 ， 医 
能 定义 “长 度 ” 的 点 集 ， 即 存在 着 不 可 测 的 点 集 ， 因 
直观 地 说 就 是 可 以 定义 “长 度 ” 的 点 集 ， 这 样 我 们 就 把 所 关心 的 














有 意义 。 所 谓 可 测 集 ， 
事件 严格 地 限制 在 8 中 所 有 可 测 



































的 子 集 上 。 
































例 2.6 在 一 个 6 万 平方 公有 


























着 石油 。 假 设 在 这 片 海域 里 随机 地 选 定 
解 : 假设 在 海域 中 的 每 点 的 钻探 是 等 可 能 
油 的 区 域 }， 则 由 等 可 能 性 应 有 定义 : 


P(A) = 
























































uA) _A 


的 下 



































为 在 直线 上 还 存在 着 不 
此 式 (2.2) 只 对 长 度 可 测 的 集合 A 才 





























的 海域 里 ， 有 表面 积 约 达 2000 平方 公里 的 大 陆架 贮藏 
点 钻探 ， 问 能 找 出 有 油 的 概率 有 多 大 ? 
的 ，2= {钻探 的 可 能 














域 }， 事件 A= { 钻 到 有 





x 


日 
和 人 


(2.3) 





HQ) 2 
所 以 P(A)=2000/60,000=1/30。 





的 面积 




















此 时 ， 等 可 能 性 等 价 于 P(4) 只 与 4 的 面积 有 关 ， 而 与 4 的 形状 和 位 置 无 关 。 











这 里 的 概率 P(4) 也 只 对 R 上 能 定义 面 
虑 的 事件 必须 限制 在 二 维 可 测 集 上 才 有 意义 。 












































积 的 点 集 (可 测 集 ) 才 有 意义 ， 因 








此 我 们 所 考 















































以 下 对 在 一 维 点 集 上 定义 的 长 度 ， 在 二 维 点 集 上 定义 的 面积 ， 在 三 维 点 集 上 定义 的 
体积 ，n 维 点 集 上 定义 的 超 体积 等 通称 为 集合 的 测度 。 因 为 它们 有 共同 点 : 是 集合 的 函 









































数 ， 且 取 值 非 负 ， 具 有 可 加 性 。 
可 测 集 ( 在 一 定 的 度量 “标尺 ”下 )。 
定义 2.3 

















HM(Q)>0 (记号 人 2 表示 集合 2 的 测度 )， 记 @ 为 2 中 的 可 测 子 集 全 
_ AKC4) 
NA(4I) 


P(A) 


直观 粗略 的 说 ， 能 够 “度量 ”与 定义 测度 的 点 


设 随 机 试验 E 的 样本 空间 QcR” 是 R”! 





























焦 
未 ， 


多 为 




















的 可 测 子 集 ， 具 有 有 限 的 测度 








规定 ged@， 且 hCG)=0。 称 4 为 事件 ，P(4) 为 事 从 
显然 ，! 





























体 。 若 4<s@， 定 义 : 
(2.4) 





FA 的 概率 。 称 ( 2, @, PP) 为 几何 概 型 。 


于 4 的 测度 L4) 是 集合 的 函数 ， 且 取 值 非 负 ， 


























有 可 加 性 。 故 | 








(2.4) 式 定 















































义 的 概率 亦 是 集合 的 函数 ， 且 满足 : (i) 非 负 性 ; (六 规 一 性 ; (iii) 可 加 性 。 同 样 ， 由 (2.4) 
式 定义 的 概率 P(4) 蕴 含 着 2 中 各 点 的 等 可 能 性 。 

与 前 面 例子 类 似 ， 这 里 概率 P(4) 只 对 可 测 集 4 才 有 定义 ， 因 此 我 们 所 考虑 的 事件 必 
须 限制 在 2 中 的 可 测 子 集 , 而 不 是 8 的 所 有 子 集 , 原因 在 于 有 不 可 测 的 子 集 存在 。 几 
何 概 型 在 现实 生活 中 有 着 典型 而 广泛 地 应 用 ， 下 面 再 举 一 个 例子 。 

例 2.6 ( 清 丰 (Buffon) 问 题 ) 平面 中 画 着 等 距离 的 一 些 平行 线 。 线 与 线 之 间 的 距离 为 
a(a>0)， 向 平面 随机 地 投 一 长 度 为 1(U<g 的 针 ， 试 求 这 针 与 任 一 直线 相交 的 概率 。 

解 ， 以 m 表示 针 的 中 点 x 与 最 近 一 平行 线 的 距离 ，g 表示 针 与 平行 线 之 间 的 夹 角 。 


易 知 : = {(xzD)0<sx<30<D<S 太 ， 在 x， 0 平面 上 是 一 矩形 。 设 事件 4={ 针 与 





















































































































































































































































平行 线 相交 }。 则 事件 4 发 生 的 充 要 条 件 是 : x < 了.sing 











即 A= {(x,9)| x<#.sing,0<xz<a/2,0<g9<rn}， 对 应 于 下 图 中 阴影 面积 。 

















这 样 我 们 的 模型 等 价 于 向 2 中 等 可 能 地 投 点 的 几何 模型 ， 求 点 落 在 区 域 4 中 的 概率 ， 因 
此 由 (2.4) 式 有 : 











P(A) 到 LA(4) 这 | ssingdg -701 (2.5) 
NWO) gr 





3 频率 与 概率 的 统计 背景 

定义 2.5 设 EE 为 一 随机 试验 ， A 为 一 事件 ， 在 相同 的 条 件 下 ， 把 EE 独 立 的 重复 做 n 
次 , 以 jn(4) 表 A 在 这 n 次 试验 中 出 现 的 次 数 ， 称 =pa(4)/n 为 事件 4 在 这 nn 次 试验 中 出 
现 的 频 紊 ， 而 p,(4) 称 为 频数 。 





























例 2.7 ”历史 上 对 于 投掷 一 枚 均匀 硬币 的 实验 有 如 下 记录 ; 
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其 中 为 实验 次 数 ， 代表 出 现 正面 的 次 数 ， 记 = 几 加 ， 从 上 述 实验 记录 可 以 看 出 ， 
随 着 的 逐渐 增 大 ， 出 现 正面 的 频率 就 越 来 越 趋 近 于 1/2。 





















































例 2.8 在 对 同一 批 产品 进行 质量 抽验 时 , 每 次 随机 地 抽取 一 件 ， 其 结果 可 能 是 合格 
品 ， 也 可 能 是 次 品 ， 而 且 抽 到 合格 品 的 可 能 性 的 大 小 是 无 法 预知 的 。 下 面 是 某 次 抽验 结 
果 记 录 : 


Mm No fo 0 00 po lz ao | 
合格 件 下 WO 






































合格 闫 /CA 


随 着 每 次 抽取 件数 的 增多 ， 抽 到 是 合格 品 的 频率 ( 即 合格 品 件数 与 抽取 产品 个 数 之 比 )， 























总 是 越 来 越 接近 于 某 一 确定 值 ， 即 抽 到 合格 品 的 频率 呈现 出 一 定 的 稳定 性 。 上 述 记 录 表 
明 ， 当 抽取 件数 增多 时 ， 抽 到 合格 品 的 频率 稳定 在 0.9 上 下 波动 。 

例 2.9 某国 统计 每 年 出 生 的 男 婴 与 女 婴 的 资料 表明 ， 生 男孩 的 频率 大 约 在 0.517 左 
右 徘徊 ， 生 女孩 的 频率 约 在 0.483 附近 起 伏 。 

以 上 试验 说 明 : 当 n 很 大 时 , fi(4) 总 是 在 某 一 实数 P(A) 上 下 波动 , 而 且 随 着 n 的 增 大 ， 
fi(4) 变 化 的 总 趋势 是 波动 越 来 越 小 ， 量 越 来 越 趋 近 于 P(4)。 许 多 实践 也 同样 证 明 以 上 事 
实 。 而 且 ， 理 论 也 早已 证 明 : 在 相当 广泛 的 条 件 下 ， 当 n 一 % 时 ， 频 率 包 (4) 在 一 定 意义 
下 趋 于 常数 P(A4)( 详 见 第 五 章 大 数 定律 )。 因 此 称 P(4) 为 事件 A 的 概率 。 当 nn 充分 大 时 ， 
可 以 用 频率 (4) 作 为 P(4) 的 近似 值 。 频 率 的 概念 直观 简单 ， 容 易 掌 握 。 因 此 可 以 根据 频 
率 的 基本 性 质 加 以 提炼 与 概括 ， 作 为 定义 事件 概率 的 依据 和 直观 背景 。 

从 频率 的 定义 可 知事 件 4 的 频率 户 4) 是 集 函 数 ， 具 有 下 述 性 质 : 0 志 f(4)1, fi( 2 上 F1。 
对 于 任意 有 限 多 个 互 不 相 容 事件 44，4 ，…，4x 即 44FG ，Vi #) 有 


(U4)= 了 f(A44)， 即 具有 可 加 性 。 
k=1 二 | 


例 2.10 ”如果 对 例 2.6 中 的 投 针 试验 重复 进行 慰 次 ,事件 4 发 生 ( 即 投 针 与 平行 线 相 
交 ) 的 次 数 为 几 (4)。 当 半 根 大 时 ， 其 频率 请 4)= pn(4)n 近似 等 于 概率 P(A4)， 因 此 ， 若 以 
f(4) 作 为 P(4) 的 近似 值 代 入 (2.5)〉 式 ， 则 得 到 x 的 近似 值 : 


2nl 
克 饼 
ahn(A) 


用 随机 试验 的 方法 确定 圆周 率 x， 这 真是 奇妙 的 方法 ! 
4 概率 的 公理 化 定义 


在 概率 论 发 展 早期 ， 所 研究 的 随机 现象 比较 简单 ， 大 部 分 可 以 归 入 古典 概 型 。 对 于 
这 种 模型 ， 概 率 的 计算 可 以 通过 某 种 可 能 性 的 假设 进行 。 其 结果 也 有 相当 明确 的 解释 。 
这 种 成 功 使 得 人 们 试图 用 某 种 等 可 能 性 来 定义 概率 ， 于 是 ， 由 拉 普 拉 斯 给 出 的 概率 的 古 
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典 定义 在 整个 十 九 世纪 为 人 们 所 广泛 接受 。 但 是 ， 这 种 定义 的 局 限 性 很 大 ， 它 既 要 求实 
验 的 可 能 结果 总 数 有 限 ， 又 要 求 具有 某 种 等 可 能 性 ， 所 以 它 的 适用 范围 有 限 。 对 一 般 的 
随机 现象 明确 的 定义 概率 和 其 它 基 本 概念 ， 成 了 一 个 突出 的 问题 。 通 过 对 事件 与 概率 这 
两 个 基本 概念 的 长 期 研究 ， 人 们 发 现 事 件 的 运算 与 集合 的 运算 非常 相似 ， 概 率 与 测度 都 
是 集 函 数 ， 且 有 共同 的 基本 性 质 ， 满足 非 负 性 与 完全 可 加 性 。 这 一 事实 随 着 当时 在 实 变 
函数 论 中 关于 勒 贝 格 (Lebesgue) 测 度 和 积分 的 研究 以 及 一 般 抽象 测度 和 积分 理论 的 发 展 
而 日 益 清晰 起 来 。 直 到 1933 年 ， 前 苏联 数学 家 柯 尔 莫 哥 洛 夫 综合 了 前 人 结果 ， 提 出 了 概 
率 论 公理 化 结构 ， 从 而 给 出 事件 与 概率 的 严格 定义 ， 推 动 了 概率 论 的 迅速 发 展 。 

























































































































































































下 面 就 来 叙述 概率 论 中 公理 化 结构 。 
(1) 集 类 


设 2 为 一 个 抽象 空间 ， 即 一 个 非 空 集合 ， 它 的 元 素 称 为 点 ， 一 般 用 % 表 示 ， 由 8 中 
的 某 些 点 构成 的 集合 用 4, B, A1, 4A; 等 大 写字 母 表 示 ， 它 们 都 是 2 的 子 集 。 
woOEA4 表示 为 4 的 一 个 元 素 ， 称 作 属于 4。 空 集 8 也 是 8 的 一 个 子 集 。 由 2 中 
子 集 构成 的 集合 称 为 集 类 ， 我 们 将 用 花 写 字母 A, B, X 等 来 表示 。 例 A={ 8, 2}， 集 类 Ai 
的 元 素 是 空 集 2 和 全 集 2。4ic Q,A2cC 9，A1zh4;,A={ Ai,A;, 9}， 集 类 A 由 三 个 元 素 构 
成 。 























































































































我 们 用 2 表示 由 2 的 所 有 子 集 全 体 构 成 的 集 类 。 
(2) 概率 空间 三 要 素 


(a) 样本 空间 Q; 
(5b) co 代数: 设 ® 是 8 的 某 些 子 集 构成 的 非 空 集 类 ， 若 满足 以 下 条 件 : 
(0) 若 4s@, 则 A eg@; (2.6) 


























下 





CD 若 对 VE>L Beg， 则 (Bed 7 
k=1 
则 称 @ 为 oc- 代数 。 称 ‘Q，@) 为 可 测 空间 。 
(c) 概率 P: P 是 一 个 定义 在 P 上 的 集 函 数 ， 且 它 满足 : 
(i) P(4) 宇 0, 对 vAe®， 此 即 非 负 性 ; 
(i P( 08)=1， 此 即 规 一 性 ; 
































(iii) 若 Aie®， 计 1,2,…， 且 AiA 志 CC(i 冯 站 则 
P(A;)= 2 P(A), (2.8) 
i 让 


此 即 可 列 可 加 性 ， 也 叫 完全 可 加 性 。 
则 称 P 为 可 测 空 间 ( 8，@) 上 的 一 个 概率 测度 《〈 简 称 为 概率 )。 称 〈2, 中 ，P) 为 概率 
空间 ， 称 @ 为 事件 域 。 若 4s 字 ， 称 4 为 事件 。 称 P(4) 为 事件 4 的 概率 。 

注 : Q 中 的 一 集合 4 是 否 是 事件 ， 取 决 于 A 是 否 属于 ®。 在 定义 o- 域 P 时 ， 一 般 并 
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没有 要 求 2 的 全 体 子 集 都 属于 中 ， 因 而 不 是 任何 一 集 都 一 定 是 事件 。 但 当 @ 是 有 限 或 可 列 





























长 时 ， 如 无 特别 指出 
G) 5- 代数 (也 称 c- 域 ) 
下 面 举 儿 个 o- 代 数 的 例子 : 





总 是 把 Q 的 全 体 子 集 2={4,A c 8} 作为 @。 























例 2.11 @I={ 8, 82}, 这 是 8 上 最 小 的 o- 代 数 。 DB 上 ={A|A c 8} 是 由 0 的 全 体 子 集 构 





























成 的 ， 这 是 0 上 最 大 的 o- 代 数 。@ ={ 9,4, A , 9}， 其 中 4 是 8 的 一 个 真子 集 。 


命题 2.1 若 @ 为 o- 代 数 ， 则 : 
(i) beD, Deq; 


(ii) 若 Ane@®,n>1, 则 门 Ane@®， 门 UAs LimAne®; 


n=] n=1 k=n 


(i) 若 Ah, Be®@, 则 A-Be®@。 
证 明 : 留 给 读者 作为 练习 。 























从 定义 及 性 质 表明 ，o- 代 数 对 可 列 次 并 、 交 、 差 等 所 有 运算 是 封闭 的 。 这 是 o- 代 数 























作为 现代 随机 数学 中 基本 概念 和 基本 框架 的 主要 原因 之 一 。 














可 以 证 明 ， 对 于 任意 的 一 个 集 类 X， 一 定 存在 包含 X 的 最 小 o- 域 。 














定义 2.8 若 @ 是 包含 X 的 最 小 o 域 , 其 中 Xc2”, 称 是 | 











X 生 成 的 ao 域 , 记 @ =o(X)。 





例 2.12 Xi={A, 0}, X={4B acCXD=104 A , 0},o(X2)={4,A,B,B, ,02,AMB, 


AB,A B ,AB,AB,A\B,.. }。 


De a eR wb tl ode mb 
A4{ (qa,b) ,a,beR, aa 和 外 ; As={ 《71 ,12) ,T7112 为 有 理 数 }; A e={G: G 为 R 中 开 集 }; 以 




















De a et rt 


称 B 为 一 维 波 雷 尔 (Borel) o 一 域 。B 中 的 集 称 二 个 《可 测 ) 集 






































直观 的 说 ，B=o (Ai) 中 包含 一 切 开 区 间 ， 0 EE 
个 实数 ， 以 及 由 它们 经 可 列 次 交 并 差 运算 而 得 出 的 集合 。 
















































































(4) ”概率 的 性 质 


从 概率 的 公理 化 定义 ， 我 们 可 以 推出 概率 的 性 质 : 
(7?) P(O)=0; 












































六 区 间 ， 半 闭 半 开 区 间 ， 单 

















注 : 若 样 本 空间 ?2 为 有 限 集 或 可 列 集 ， 如 无 特别 声明 ， 通 常 取 中 为 @ 所 有 子 集 构 成 的 








证 明 :显然 有 C=CmCrm…， P(@)= PP(@)， 由 概率 非 负 性 即 得 。 
jl 


(ii) P(A)=1-P(A); 
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请 读者 自己 证 明 。 
(iii) 有限 可 加 性 。 即 若 A1,A2,…An eB， 日 AA 志 C(i 关 六 则 




















P( U Ark)= by P(Ark)。 


k=1 k=1 





证 明 : 由 P(@)=0 及 完全 可 加 性 可 得 。 
(iv) vA,Be®， 则 : 























P(A\B)=P(A)-P(AB) (2.11) 
若 BcA， 则 : 
P(A-B)=P(A)-P(B) (2.11a) 
证 明 : 由 A=AB+(4A\B)， 有 : P(4)=P(4B)+P(A\B8)， 得 (2.11)。 当 BcAh 时 ， 有 B=AB， 
(2.11) 得 (2.11a)。 
(v) P(AMB)=P(A)+P(B)-P(AB); (2.12) 
证 明 : 由 AmMB=A+(BM)， 有 : P(4mB)=P(A)+P(BM) 及 (2.11) 得 (2.12)。 
(Wi) 若 AcB, 则 P(4) 志 P(B); 
证 明 : 由 AcB，B=A+(B-A)， 得 P(8)=P(4)+P(B-A)>P(4)。 





























(Vii) vAr eD, 1<k<n, n>22, 


n n 
PIUA)= 2PAi)- > PAAD)+ > P(AiAjAr)+::- 
k=1 k=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n (2. 1 3) 


DR 


证 明 : 由 (2.12) 及 数学 归纳 法 可 得 (2.13)。 





























推论 : 
P(UAi)< 卫 P(A) (有 限 次 可 加 性 ) C.14) 
k=] 大 =1 
P(UA)> TPA)- 三 PAA)) (2.15) 
k=1 k=1 1<i<j<n 
Ci 可 列 次 可 加 性 ; 
P(UAi)< FP(AL) (2.16) 
=] 大 =1 
(ix) 〈 概 率 连 续 性 ) 若 {4,, n 三 1} 为 单调 事件 序列 ， 则 
P( lim 4 六 lim PC (2.17) 





证 明 : 若 { 4,,n 宇 1}e®， 月 Aic A2c…， 我 们 来 证 明 上 述 性 质 。 











. n n 人 oo 
记 B1=A1;Bs=As 一 A1,…, Bi 一 4 一 4 显然 有 4, = U4A = Bx ，LinA,=LjAn= >B, 
k=1 k=1 mo ji n=1 
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且 {B,，7z 关 1} 两 两 不 相交 ， 


n 
P( lim A,)=P( TB, )= FP(B,)= lim YP(B,) = lim P(A,), 
n> n=1 n=1l n—>% k=1 7 一 >o0 


对 {4 n 宇 1}e®, 目 


(2.17)。 


例 2.14 


详细 证 




















I 完全 可 加 性 有 : 








41 ) A, Do 


) An D 





明 留 给 读者 作为 练习 。 





设 样本 空 | 





闻 C={fo oo 和 … 


小 仅 有 有 限 个 样 





















































深 邹 空间 





例 2.15 





〈 详 见 第 二 章 正 态 分 布 )， 则 可 证 








HG) 是 4 的 测度 〈 


， 称 为 有 限 概率 空间 。 
0 2.15 初学 者 可 跳 过 不 看 。 








有 非 负 、 


可 加 性 的 集 函 数 )。 



































设 O=R，@=B，B 为 一 维 波 雷 尔 (Bore1) o 一 域 。 
满足 : vVAe®@=B,， P(A4)= |Cz) 了 ef24 。 

















标准 








例 2.16 


[0,1] 上 的 Borel c- 域 。 称 (Q, @)=([0,1], B[0,1]) 为 [0,1] 上 的 Borel 可 测 空 





([0,1], 


P)=([0,1], B[0,1], P) 为 [0,1] 上 的 Borel 概率 空 
2. 邻 B= 


(1) 试 证 : 


E 态 概率 测度 。 
1. [0,1] 上 的 Borel 概率 


B[0,1]) 上 定义 一 概率 测度 P， 














上 有 理 点 全 体 ，B 





[0,1] 











BeD, B eq; 





(2) 用 公理 化 定义 与 性 质 ， 





证 明 : vae[0,1]， 


n,m = {1,2,*… 

















分 是 可 列 


| 完全 可 加 性 知 P(B)=0， 而 B 


























空间 。 


Er 


已 以 丰 : 


=[0,1] 


求证 : 


teA 


， 注意 到 Al c A, c: 
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即 得 (2.17) 





2 


:UA =( 作 4) 可 得 
1 | 


本 点 ，@ ={AlAc 0}，P(4)= 


则 称 ( 28, B，P) 是 一 个 概 


在 可 测 空间 ( 2, @)=(R, B) 





于 P(O= Jomme 2d=l 


teR 









































点 全 体 。 








上 -无理 





P(B)=0, P(B )=1。 











单 点 集 的 3 

















， 故 Be®D。 日 B 














设 Q=[0,1]，@=B[0,1]， 


=[0,1]-Be®D。 又 vae[0,1], 





=[0,1]-B， 故 P(B )=1-0=1。 证 





间 。 通 第 称 为 一 维 





即 B[0,1] 是 B 局 限 在 








空间 


间 。 设 在 可 测 


当 vA=[a,bjeB[0,1] 时 ，P(4)=b-a， 称 (Q, 中 ， 


间 ， 称 PP 为 [0,1] 上 的 Borel 概率 测度 。 


单 点 集 {a}= 站 i eB[0,1]= ®， 而 B={0}U{:1<mz<n, 
n=1 n 


P({a})=0, 


毕 。 
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8$ 3 古典 概 型 的 计算 
上 一 节 中 ， 给 出 了 古典 概 型 的 定义 ， 并 举 了 一 些 简单 例子 ， 这 一 节 重 点 讨论 有 关 古 
典 概 型 的 计算 。 
古典 概 型 是 具有 以 下 两 点 性 质 的 试验 : 
(1) 试验 的 样本 空间 的 元 素 只 有 有 限 个 。 
(2) 试验 中 每 个 样本 点 发 生 的 可 能 性 相同 。 
事件 4 的 概率 定义 为 : 
P(A) = 人 中 包含 的 样本 点 数 _ A(4) 。 
4 中 包含 的 样本 点 数 “HACOD) 
为 计算 样本 点 数 , 往往 需要 用 到 排列 组 合 的 有 关 知 识 ， 而 这 部 分 内 容 中 学 已 经 讲 过 ， 






































这 里 只 介绍 简单 组 合 的 推广 ， 即 n 个 元 素 分 为 k 组 的 组 合 数 。 
设 有 个 不 同 元 素 分 为 天 组 (2<k<n)， 第 一 组 合 mi 个 ， 第 二 组 




















ay 
i 
， 2 


k 
mx 个 ， >》,mi; =n。 为 计算 其 组 合 数 ， 可 以 先 将 nn 个 分 为 m1，n-mi 两 个 组 :再 将 n-mi， 


i=] 


分 为 m2, nm-m 两 个 组 ; 如 此 类 


nl! 


(n—mi)! 

















E， 即 可 得 组 合 数 为 : 


(一 ml 一 … 一 mk-2) 


nl! 





mln-m) mn-m-m) mill-ml 一 一 mr) milm2! my! 


不 同 的 分 组 方法 (不 计 其 


和 























不 六 





LI 
和 外山 : 





次 序 )。 


此 我 们 也 称 (*) 式 为 多 项 式 系数 。 




















概 型 中 事 人 








百 : 


(1) 

















F 概 率 的 计算 步 又 大 致 为 : 
| 给 定 的 随机 试验 ， 建 立 合 适 的 柱 











C) 求 出 8 及 A 中 的 样本 点 数 p( 8) 及 HG); 
(3) 求 概率 P(4)。 






































F 式 是 多 项 式 Cn + x + 十 其) 的 展开 式 中 对 ”22 


本 空间 ， 判 断 其 等 可 能 性 是 否 
































分 类 举例 如 下 : 
1 抽 球 问题 

例 3.1 箱 中 有 10 个 球 ， 其 中 6 个 白 球 ，4 个 红 球 ， 任 取 3 个 ; 
求 : Ca). 恰 有 一 红 球 的 概率 ;(b)， 至 少 有 一 红 球 的 概率 。 

解 : 将 球 编号 ， 白 球 1~6， 红 球 7~10。 





























满 





血 


C*) 种 


xx* 项 的 系数 ， 因 








设 随机 试验 是 任 取 3 球 ， 只 考察 号 码 ， 而 不 记 其 取出 次 序 。 一 个 样本 点 对 应 于 从 10 


个 号 码 元 素 中 取出 3 个 ， 不 计 其 次 序 的 一 种 组 合 取 法 ， 则 4( 8)= CD 。 
[ 球 }; 4; 发 生 当 日 仅 当 :; 从 1-6 中 取出 3 一个 ， 从 7-10 中 





个 经 








红 球 } ，B-{ 至 少 取出 一 个 纪 























公 


xX; 


A 产 { 恰 取 


到 i 
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ja Ss Gd 
取出 i 个 ， 故 h(4FC6 ”C4。 所 以 P(4)= 一 一 ;于 是 P(41= 一 = 如 = 
Cio Cio 
C2 1 5 
又 B= 8-Ao， 于 是 PLB)=1-PUoj-1I- 一 和 =1- 二 = 二 。 
CD 6 6 








例 3.2 杆 箱 中 有 10 个 球 ,6 白 4 红 , 随机 地 一 个 个 取出 不 放 回 , 求 第 下 次 (1 入 上 入 10) 
取 到 红 球 的 概率 。 
解 : 下 面 给 出 两 种 解法 ， 读 者 可 以 从 中 体会 建立 样本 空间 的 方法 。 
法 一 : 将 球 如 例 3.1 编号 。 因 为 所 求 为 第 次 取出 红 球 的 概率 ， 故 试验 时 只 观察 球 
一 个 个 取出 时 第 天 次 的 结果 。 建 立 样本 空间 2 如 下 : 2 中 的 一 个 样本 对 应 于 从 10 个 球 中 


取出 1 个 ， 故 hCO)= Ci 。 令 4{ 第 大 次 取出 红 球 }， 则 如 中 的 样本 对 应 于 从 7~10 号 中 






















































































1 
二 二 _el 所 L _HAr)_ C4 _4 
取出 1 个 ， 政 pu(42D= C1。 所 以 P(Ar) NO) Ch 16 (1<k<10) 


因此 : 第 天 次 取 到 红 球 的 概率 与 天 无 关 。 
法 二 : 球 不 偏 号 ， 只 区 分 红 ， 白 颜色 。 试 验 时 ， 只 考察 4 个 红 球 占据 有 编号 的 10 
个 位 置 中 的 哪 4 个 位 置 。 于 是 样本 空间 8 中 的 一 个 样本 点 对 应 着 10 个 元 素 中 取出 4 个 ， 


不 计 其 次 序 的 一 种 取 法 , 故 1(Q)=C 和 hh 。4{ 第 大 各 位 置 上 是 红 球 }， 4 发生 对 应 当 且 仅 
当 “ 有 一 红 球 占据 第 位 置 ， 而 其 余 3 个 红 球 占据 剩 下 的 9 个 位 置 中 的 3 个 ” 故 








ae 






























































































































































C3 4 
H(AL)=C3.,. .P(Ak)= 一 = 一 。 
Cio 10 




















从 上 面 两 种 方法 可 以 看 出 ， 在 解决 同一 具体 问题 时 ， 可 建立 不 同 的 样本 空间 。 关 键 
在 于 满足 古典 模型 的 两 个 条 件 并 且 适 用 于 问题 的 解决 。 

例 3.3 题 设 同 例 3.2; 求 在 第 3 次 时 ， 首 次 取 到 红 球 的 概率 。 

解 : 同 例 3.2 将 球 编号 ， 只 观察 前 三 次 抽 球 情况 ， 据 此 建立 样本 空间 8。 8 的 每 一 


个 样本 对 应 于 从 10 个 元 素 中 取 3 个 考虑 次 序 的 一 种 排列 ， 故 1(Q) = Ai ， 令 4= 第 三 次 
首次 取 到 红 球 ， 则 4 发 生 当 且 仅 当前 2 次 从 1-6 号 中 取 球 ， 第 3 次 从 7-10 号 中 取 球 ， 
























































故 P(A) = 6A4 = 
Ai 


10 





二 
= 。 

















另 法 。 同 例 3.2 法 二 ， 球 不 编号 。 只 考察 4 个 红 球 放置 的 位 置 ， 此 时 HA(CO) = Ci0 。 
而 事件 4 发 生 ， 当 且 仅 当 ， 其 中 一 红 球 占据 第 三 个 位 置 ， 且 其 它 3 个 红 球 占据 从 4~10 


中 的 3 个 ， 则 (4)=C3。 得 P(4)=C7 /Ch =1/6。 
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Nl 








实际 生活 中 常常 会 遇 到 各 种 各 样 的 “ 抽 球 ”问题 。 比 如 把 “和 白 球 ”与 “ 红 球 ” 换 成 
“合格 品 ” 与 “次 品 ” “正面 ”与 “有 反面” “成 功 ” 与 “失败 ”， “有 信和 号 ”与 “无 信号 ” 
等 等 。 许 多 问题 都 能 形象 化 地 用 抽 球 问题 加 以 描述 ， 所 以 抽 球 问题 具有 典型 意义 。 

例 3.4 箱 中 有 a 个 白 球 ，b 个 红 球 ， 采 用 有 放 回 和 无 放 回 两 种 抽样 方式 从 中 取出 n 
(n 三 atb) 个 球 ， 恰 有 k (0 三 kn) 个 红 球 的 概率 各 是 多 少 ? 

解 : 由 于 抽样 方式 不 同 ， 即 随机 试验 不 同 ， 故 须 分 别 讨论 。 
(a) 有 放 回 抽样 。 此 时 ， 抽 取 n 个 的 一 种 取 法 对 应 于 从 (a+b) 个 元 素 中 取 n 个 的 可 重复 排 


列 的 一 种 ， 故 4(Q)=(a+b)”; 令 4={ 抽 出 的 n 个 中 恰 有 外 个 红 球 }， 则 














































































































































































































HL(A)=Ckakbnk ，(0<k<n)。 故 : ”P(A)=Ct( LE 
a+b  a+b 
(b) 无 放 回 抽样 。 抽 取 n 个 球 ， 不 考虑 其 次 序 ， 此 时 ， 8 中 每 一 样本 点 对 应 于 从 (a+Db) 个 



































元 素 中 取出 n 个 的 一 种 组 合 ， 故 1(Q)= Cijs， 而 恰 有 个 红 球 需 0<k<b ,有 























MU(A)=CEC™™k , 0<k<b, 1<n<atb, 
故 ”P(A)= CEC /CT ，0<k<p，1<n<a+pb。 


2 分 房 问 题 


例 3.5 有 nn 个 人 , 每 个 人 都 以 同样 的 概率 被 分 配 在 WO 入 M) 间 房 中 的 每 一 间 ， 
下 列 事件 的 概率 : 
4: 某 指定 n 间 房 中 各 有 1 人 ; 
B: 恰 有 nn 间 房 ， 其 中 各 有 1 人 ; 
C: 某 指定 房间 中 惟有 m(m 三 n) 人 。 

解 : 设 随 机 试验 为 : 把 每 个 人 随机 分 配 到 N 个 间 房 中 任 一 间 , 据 此 建立 样本 空间 2; 
于 每 一 人 分 到 N 个 房间 中 有 N 种 分 法 ， 由 乘法 原理 : 1(Q)=N"。 
@ 今 固定 某 半 个 间 房 且 每 间 一 人 ， 第 一 人 可 分 配 到 其 中 任 一 间 ， 有 种 分 法 ， 第 二 人 
! 


可 分 配 到 余下 n-1 间 中 任 一 间 ， 有 xn-1 种 分 法 ，…， 故 A(A)=nl， 所 以 PCA)= 























尘 







































































be 
































































































































”如 果 这 nn 个 间 房 可 自 间 中 任意 选 出 ， 那 么 只 有 CN 种 选 法 ， 故 4(B)=n!CN 


























i p(B) = _ NS 。 
Nan NGND! 




















@@ 事件 C 中 的 m 个 人 可 自 n 个 人 中 





| 








E 意 选 出 ， 故 有 种 C” 种 选 法 ， 其 余 (n-m) 个 人 可 任 




















意 分 配 到 剩 下 的 N-1 间 房 里 ， 共 有 (N-1)”™ 种 分 法 ，…A(C) =CPON-Dnm。 
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CPm(ON -TD7 


n 


| ns a 
上 =Cr( NT 
所 以 ” P(C) (Oh 3 ( ) 








例 3.6 将 r 个 质点 (不 可 分 辨 ， 随 机 放 入 n 个 盒子 中 (1 二 r 志 nn)( 假 设 每 一 种 方法 等 
可 能 )， 求 下 列 事件 的 概率 : ® 4=“ 某 指定 的 个 盒 中 各 有 一 质点 ” @ B=“ 某 指定 的 
一 个 盒 中 恰 有 个 质点 ”(1 志 kn)。 

解 : @O 用 紧 线 “|” 表 示 盒 壁 ， 用 “*” 表 示 质 点 ， 将 盒子 和 质点 并 列 排 成 一 排 ， 如 
二 3, n=4 的 一 种 放 法 表示 为 : | ** | |* | | ， 表 示 各 个 盒子 中 的 质点 数 依次 为 2，0，1， 
0。 把 每 个 壁 与 每 个 点 都 看 成 一 个 位 置 ， 其 中 两 端的 竖 线 固定 ， 其 余 的 n-1 条 紧 线 和 7 
个 “*” 依 次 占据 n+tr-1 个 位 置 。 令 8={ r 个 质点 的 放 法 全 体 }， 于 是 7 个 质点 的 一 种 占 
位 就 相当 于 ntr-1 个 位 置 中 7 个 被 “*” 占 据 的 一 种 。 等 价 与 从 (ntr-1) 个 数 中 不 计 次 序 的 


取出 了 个 数 的 一 种 取 法 ， 故 hC2)=Cnirl。 事 件 4 只 是 7 个 质点 的 一 种 分 布 ， 故 p(4)=1， 
所 以 
































































































































P(A)= H(A) 和 1 ri(n—1)! l 
A(O) Cnr (n+ 工 一 1)! 


@ B=“ 某 指定 的 一 盒 中 惟有 上 个 质点 ”。 这 样 ，B 中 的 一 个 样本 点 就 对 应 于 有 上 个 
质点 放 在 指定 盒 中 ， 而 其 余 的 一 个 质点 放 在 剩 下 的 二 1 个 盒 中 的 一 种 放 法 。 


故 






































可 知 : J(B)=Ctyye-841= CI 2 ， 所 以 





IT 一 K 
P(B) EE A(B) Or ky 
AGO) Cnirl 


本 题 与 例 3.5 同属 “分 房 问 题 ?。 只 是 在 例 3.5 中 人 是 可 辩 的 ， 即 人 的 占据 不 仅 依赖 
于 每 个 间 房 的 人 数 ， 而 还 取决 于 不 同人 ， 而 本 题 中 ， 由 于 质点 不 可 辨 ， 所 以 其 分 布 只 依 
赖 于 盒 的 质点 个 数 ， 这 样 在 计算 样本 点 数 时 ， 所 用 的 方法 就 不 相同 ， 请 读者 仔细 体会 。 


3 随机 取 数 问题 


例 3.7 杆 从 1,2,…,10 这 十 个 数字 中 任 取 一 个 (假定 每 个 数字 都 以 相同 的 概率 被 取 中 
取 后 还 原 。 先 后 取出 7 个 数字 ， 试 求 下 列 各 事件 的 概率 : 
@ Ai: 7 个 数字 全 不 相同 ; 
@ 42: 不 含 1 和 10; 
@ _ 43: 10 恰好 出 现 两 次 ; 
@ 44: 至 少 出 现 两 次 10。 
解 : 每 取 一 次 ， 有 10 种 不 同 的 取 法 ， 还原 后 ， 再 取 仍 有 10 种 不 同 的 取 法 ， 因 此 
乘法 原理 ， 2 中 共有 10 "个 不 同 的 样本 点 。 
A!=“7 个 数字 全 不 相同 ” 容易 看 出 HA4)=10x9x8x7x6x5x4 一 10V31!。 
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A 
所 以 P(A1)= H(Al) OO BK OR 


A(®) 10” 
@ 4 和 一 不 含 1 与 10”。42 中 的 一 个 样本 点 对 应 于 “从 2~9 这 8 个 数 中 任 取 1 个 ,重复 7 
次 的 一 种 取 法 ”, 故 J(A2)=8 ; 所 以 PLA)) = 本 


10 























| 











@ ”A;= “10 恰好 出 现 两 次 ”。 出 现 的 两 次 10 可 以 是 7 次 中 的 任意 两 次 , 而 其 他 5 次 , 每 
a 5 
次 只 能 取 剩 下 9 个 数字 中 的 一 个 ， 故 MCA3)= C3.95，P(AD)=C7 9A ，， 





Chg 
107 


一 般 地 ，10 恰好 出 现 次 (Kk 三 7) 的 概率 : ”Pl = 





@ 44=“ 至 少 出 现 两 次 10”。 设 B=10 恰好 出 现 天 次 (二 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,7)， 则 它们 彼此 
互 不 相 容 ， 所 以 A4= 允 /_, Bi ; 由 @ 及 概率 的 有 限 可 加 性 ， 有 








ca 
P(A4)= EP = 所 = 一 
性 2 








又 As=Q-Bo-B1， 所 以 _ PC)=1I- yp, =1 
k=0 





py 





从 以 上 几 类 事件 概率 的 计算 ， 可 以 总 结 出 ， 在 求解 有 关 古 典 概 型 的 事件 概率 时 应 做 









































到 |: 

1 .善于 对 较为 复杂 的 事件 进行 分 解 和 转化 ， 变 为 简单 易 求 概 率 的 计算 ; 

2 . 针对 具体 问题 ， 建 立 适当 的 样本 空间 ;对 于 复杂 的 问题 可 以 籍 助 于 直观 表示 ; 
3. 善于 利用 排列 组 合 的 相关 知识 ， 正确 求解 LO)，A(A) 。 





8$4 条 件 概率 与 全 概率 公式 




















在 实际 问题 中 ， 有 时 不 仅 要 知道 事件 4 发 生 的 概率 PC4); 而 且 还 要 知道 在 事件 B 发 
生 的 条 件 下 ， 事 件 4 发 生 的 条 件 概 率 ， 记 这 一 条 件 概率 为 P(4|B)。 由 于 引入 “在 事件 B 
发 生 的 条 件 下 ”这 一 前 提 ，P(4|B) 与 P(4) 通 常 是 不 一 样 的 。 
















































































例 4.1 投掷 毁 子 ， 观 察 出 现 的 点 数 。Q ={f1L2,3,4,5,61; 若 4={ 点 数 为 偶数 }，B={ 所 
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搓 点 数 大 于 3}; 易 知 P(A4)=3/6=1/2， P(B)=3/6=1/2。 当 B 发 生 时 ， 所 有 可 能 的 
样本 点 数 为 3, 在 此 条 件 下 ,4 发 生 的 样本 点 数 为 u(4B)=2, 故而 P(4|B)=2/3, P(A) P(A4|B)。 

上 例 中 P(4)，P(B) 称 为 无 条 件 概 率 ，P(4|B) 称 为 条 件 概率 。 由 此 例 可 见 条 件 概 率 与 
无 条 件 概 率 并 不 相同 ， 需 进一步 研究 。 



























































1 条 件 概率 的 定义 


定义 4.1 设 (@ ,0, 六 为 概率 空间 ，4,Bs@， 设 P(B)>0， 定 义 : 
P(AB) 
P(B) 
称 P(A|B) 为 事件 B 发 生 下 ， 事 件 4 发 生 的 条 件 概率 。 
为 了 区 别 P(A|B)， 称 P(4) 为 事件 A 发 生 的 无 条 件 概率 。 
在 古典 概 型 中 ， 若 事件 B 中 含有 m 个 不 同 的 样本 点 ，AB 中 含有 天 个 不 同样 本 点 ， 


P(A|B)= (4.1) 












































k 
nD oe 
P(B) yy m 


























在 几何 概 型 中 ， 以 J(4,) 表示 4 的 面积 ，HAQ) 为 总 面积 。 则 

















P(AIA2) _ HAA HY) _ HAA2) 
P(A,) H(A2) /HN(0Q) H(A2) 

在 事件 B 给 定时 , 条 件 概率 P(A|1B) 也 是 4 的 集 函 数 ,请 读者 自己 根据 定义 验证 它 具 

有 非 负 性 、 规 一 性 和 可 列 可 加 性 。 这 样 条 件 概率 具备 概率 的 所 有 性 质 ， 如 果 条 件 概率 中 


下 的， 了 (的 ,因此 无 条 件 概率 内 是 条 件 概率 的 一 种 特殊 情况 


P(A1|A,)= 















































取 B=Q, 则 : P(419) = 








2 条 件 概率 的 乘法 公式 和 全 概率 公式 


这 里 给 出 条 件 概 率 的 三 个 基本 公式 : 乘法 公式 ， 全 概率 公式 和 贝 叶 斯 公式 。 这 些 公 
式 在 随机 数学 中 起 着 很 重要 的 作用 ， 现 在 分 别 介绍 。 


(1) 乘法 公式 


定理 4.2 设 A,Be®， 若 P(B)>0， 则 
















































































P(AB) = P(B)P(AIB) (4.2) 


称 之 为 乘法 公式 。 
证 明 : “. P(B)>0， 由 条 件 概率 定义 即 证 。 























推论 1 设 4e@，F=123， 若 P(A414;) >0， 则 P(A1A45A3)=P(A1)P(A5|A1)P(A3414)) 
证 明 : … Pi) >P(414;)>0， 故 : 


第 一 章 随机 事件 与 概率 2 








P(AA, A3)=P(A1A;)P(A3|A1A;)=P(A1)P(AsA1)P(A3lA1A),). 


类 似 地 有 一 般 的 情形 
推论 2 设 Aie®@，1<iz<n， 若 P(A1A2…An.1)>0， 则 
P(A1A2A3°*…A,)=P(A1)P(As|A1)P(A3A1A2)%*P(ANlA1A2*%A, 1)。 











例 4.2 袋 中 有 10 个 球 ，6 白 4 红 ， 一 个 一 个 的 取出 ; 令 4 第 大 次 取出 红 球 ， 其 


中 1<k<10; 求 : P(4142), P(42)。 
解 : 方法 一 : 按照 古典 概 型 的 计算 方法 : 



























































2 ET 9 
» P(A4))=— = 二 。 


C4 
0) 
Cio Cio 





di 4 3 2 一 
万 法 二 : P(A14;)= P(A1)P(A; | A1)= i 42 =L242 = A142 + A142， 故 : 




















P(As)= P(4i4 +A1A2)= P(A1A2)+ P(A1A2)= P(A1)P(A; | A1)+ P(A1)P(A, |41) 
2 
15 10 9 5 
在 方法 二 求 P(4;) 的 过 程 中 ， 对 Q 作 如 下 分 解 :， QQ=Al+Al， 上 日 使 41hy 与 41Ay 互 














不 相 容 ;这 种 分 解 方法 体现 了 以 下 全 概率 公式 的 基本 思想 。 


(2) 全 概率 公式 


定义 42 若 {B, i>1} 满 足 : Bie®，vVizj,BB;=p，\JiBi;=Q; 则 称 {B i>1} 





为 样本 空间 Q 的 一 个 分 解 。 
定理 4.3 ” 若 {Bi,1<i<n} 为 样本 空间 QQ 的 一 个 分 解 ，Ae®， 则 


P(A)= TPB) PALB), 











(4.3) 


称 之 为 全 概率 公式 。 
证 明 : …A=AQ=A(UB,)=(B,4)， 所 以 
i=] i=] 














P(4)= P(U(B;A)) (事件 的 等 价 性 ) 
i=l] 


he 


= 之 P(B;4) (有限 可 加 性 
j=l] 





= 六 P(B,)P(4|B,) (乘法 公式 )。 
= 

















事件 4 分 解 成 若干 互 不 相 容 的 事件 AB; 的 和 ， 从 而 将 复杂 事件 4 的 概率 P(4) 转 化 
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为 事件 48; 的 概率 P(BA4) 的 和 。 
下 面 几 个 例子 说 明 全 概率 公式 在 简化 计算 方面 的 作用 。 
例 4.3 从 0-~9 中 任 取 两 数 ， 求 其 和 大 于 10 的 概率 。 
解 : 记 4={0~9 中 和 大 于 10 两 数 }，B 产 {第 一 次 取出 数 六 ，(1<i<9)， 则 























Vizj,BiB;=$, U 2 =Q, XP(B)=1/10; P(A |B0)=0; P(AIB1)=0; 当 2< i<5 时 , P(A 
1B)=(i-1)9; 当 6< i<9 时 ,P(4|B)=(i-2)9; 所 以 
9 5 9 
P(A)= PB )P(A1Bi)= 过 :Bi )P(A|Bi)+ A |Bi) 


-al 5 il 1 2 记 2 16 
10 ji-=? 9 10i=6 9 45 
例 4.4 ” 设 一 信号 接收 器 在 [0,1] 时 间 上 到 达 个 信号 的 概率 为 
i (4> 0 常数 ) ne No = {0,1,2,…} 


一 信号 到 达 时 ， 能 被 记录 下 来 的 概率 是 0.4。 设 各 信号 到 达 时 能 否 被 记录 相互 独立 , 求 该 
接收 器 在 [0,1] 上 记录 /个 信号 的 概率 ，l es Nu 。 























解 : 记 4A= 接 收 器 在 [0,1] 上 记录 /个 信号 , B= 接收 器 在 [0,1] 上 到 达 n 个 信号 , me Nu 。 


A=AQ= UB,A) » P(B,) 一 oh, P(A| B,) 时 C! (0.4)' (0.6)" 
n=l Nn. 
故 
P(A)= A eH)Ci(0.4) (0.0"! 令 i=n-l 
n=! NR: 


_ 4A op $ 0.6) 


1 i 
1 
= 0 le Ng ={0,1,2,.…} 








以 上 几 个 例子 可 以 看 出 ， 全 概率 公式 的 形式 虽然 很 简单 ， 但 它 所 代表 的 “对 样本 
空间 进行 适当 分 解 ” 的 思想 却 是 十 分 重要 ， 上 其 有 很 高 的 技巧 性 。 通过 对 样本 空间 的 分 解 ， 
我 们 可 以 将 “ 较 复杂 的 ”事件 转化 与 分 解 为 若干 不 相 容 事件 的 并 ， 从 而 使 问题 得 以 解决 。 
这 种 事件 分 解 的 思想 在 后 面 章节 仍 会 不 断 涉 及 ， 它 贯穿 概率 论 课程 的 始终 ， 是 概率 论 的 
一 大 特点 。 

对 于 全 概率 公式 ， 还 可 以 做 以 下 两 点 推广 : 


推论 1 若 {B 六 1} 是 Q 的 一 个 分 解 ， 且 P(B;))>0， 则 


































































































P(A)= 3 P(B,)P(AIB,) (4.4) 
n=] 

















(证 明 提 示 : 利用 概率 的 可 列 可 加 性 。 与 定理 4.3 证 明 类 似 ) 











推论 2 若 Vizj,BB;=p，Bie® ，AclJ"B,， 则 (4.4) 亦 成 立 。 










































































全 概率 公式 是 概率 论 的 最 基本 公式 之 一 ， 它 隐 含 了 概率 论 中 分 析 问 题 的 基本 思想 与 
技巧 ， 以 后 我 们 还 要 介绍 它 的 各 种 变形 与 推广 。 
(3) 贝 叶 斯 公式 (Bayes 公式 ) 
| 全 概率 公式 ， 可 知 ，P(4) = YP(B,)P(A|B;) 由 乘法 公式 ， 得 到 : 
i=] 
P(AB,) = P(A)P(B; | A) =P(B,)P(A|B) (4.5) 
将 (4.3) 式 代入 (4.5) 式 ， 得 到 ， 守 PUB,)P(4|Bi).P(B; | 4) = P(B;)P(41Bi) 
FE 
所 以 
P(B,|A)= P(Bi)P(A|B:) (4.6) 
" P(Bi)P(A|B;) 
定义 43 称 (4.6) 式 为 Bayes 公式 。 
与 全 概率 公式 类 似 ，Bayes 公式 也 可 以 推广 到 可 列 无 穷 的 情况 ， 即 : 
P(B,|A)= P(Bi)P(AB:) (4.7) 
321 P(B;)P(A|B.) 
通过 Bayes 公式 ,使 我 们 在 已 知 P(B;) 和 P(A4|B)) 的 情况 下 ， 可 以 计算 P(BiA) 的 值 , 我 



























































们 称 P(B1A) 为 事件 Bi 的 后 验 概率 ( 即 已 知 试验 结果 4 以 后 Bi 的 概率 )。 相 对 地 ， 称 P(B) 
为 事件 B; 的 先 验 概率 。 

以 下 几 个 例子 说 明 Bayes 公式 的 应 用 。 
例 4.5 某 发 报 机 每 次 随机 的 发 “1” 与 “0” 两 种 信号 ， 其 概率 分 别 为 0.6 与 0.4， 
于 系统 受 随机 干扰 ， 其 结果 是 : 在 发 报 机 发 “1” 信 号 条 件 下 ， 收 报 机 收 到 “1” 与 “0” 
的 条 件 概率 为 0.8 与 0.2; 在 发 “0” 信 号 条 件 下 ， 收 到 “1” 与 “0” 的 条 件 概 率 为 “0.1” 

与 “0.9”。 试 求 在 收报 机 收 到 “1” 信 号 条 件 下 ， 发 报 机 是 发 “1” 的 条 件 概率 ? 
解 : 设 4= 发 “1” 信 号 ，4 = 发 “0” 信 号 ; B= 收 “1” 信 号 ，B = 收 “0” 信 和 号。 







































































由 题 意 有 P(4) = 0.6, P(A)=0.4, P(B|A)=0.8, P(B|A)=0.2,P(B|A)=0.1,P(B|A)=0.9。 




















Bayes 公式 
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P(A)P(B| A) 0.6x 0.8 


-= = 0.923 。 
P(A)P(B| A)+ P(A)P(B|A) 0.6x0.8+0.4x0.1 


P(A|B)= 














此 例 中 ，P(4)=0.6, P(4)= 0.4 是 根据 以 往 发 信号 的 统计 规律 得 到 的 ， 相对 于 这 个 问题 而 


言 是 先 验 概率 ， 而 P(4|B) 是 根据 本 次 得 到 的 试验 结果 的 信息 下 得 到 的 后 验 概率 。 
例 4.6 对 以 往 数据 分 析 结 果 表 明 : 当 机 器 调整 良好 时 ， 产 品 的 合格 率 为 90%， 而 
当 机 器 发 生 某 一 故障 时 ， 其 产品 合格 率 仅 为 30%; 每 天 早上 机 器 开动 时 ， 机 器 调整 良好 
的 概率 为 73%。 已 知 某 日 早上 第 一 件 产 品 是 合格 品 , 试 求 : 机 器 调整 良好 的 概率 是 多 少 ? 
解 : A 二 {产品 合格 }，B== {机 器 调整 良好 }， 则 题目 要 求 的 是 P(B|4); 由 题 意 : 


P(AIB)=90%，P(A|B)=30%，P(B)=75%， 所 以 








































































































P(B)P(A|B) 0.75x 0.9 _ 
P(B)P(A|B)+P(B)P(A|B) 0.75x0.94+0.25x0.3 
即 , 当 生 产 出 的 第 一 件 产品 合格 时 , 机 器 调整 良好 的 概率 为 90%。 题目 中 P(B) 二 75% 
是 根据 以 往 的 数据 分 析 得 到 的 ， 是 先 验 概率 ; 而 P(B|4) 是 在 得 到 “生产 了 一 件 合 格 产 品 ” 
这 一 信息 条 件 下 的 修正 概率 ， 是 后 验 概率 。 
(4) 乘法 公式 、 全 概率 公式 在 条 件 概率 下 的 形式 
在 某 事件 C 发 生 的 条 件 下 ， 乘 法 公式 、 全 概率 公式 仍然 成 立 ， 其 形式 如 下 ; 
乘法 公式 : 设 A,B,Ce®， 若 P(4C)>0， 则 PUBIC = P(A|C)P(BIAOC) (4.8) 


P(B|A)= 



































全 概率 公式 : Ae@®, 若 AclJBi, Bie® ,Vizj,BiB;=$p，P(CB;)>0， 则 


P(AIC)= 5P(B; | C)P(AICB) (4.9) 
i=] 


上 述 形式 的 乘法 公式 和 全 概率 公式 ， 仍 是 无 条 件 下 相应 公式 的 
类 似 ; 这 里 不 再 费 述 ， 留 给 读者 作为 练习 。 


3 ”综合 举例 


在 引入 了 条 件 概 率 的 三 个 重要 公式 一 一 乘法 公式 ， 全 概率 公式 ,Bayes 公式 后 ， 我 们 
所 解决 的 概率 问题 的 范围 比 以 前 大 大 扩展 了 。 为 说 明 它 们 的 综合 应 用 ， 举 例如 下 : 
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证 明 与 后 者 



























































例 4.7 有 两 个 口袋 , 一 个 装 有 2 个 黑 球 和 3 个 红 球 ; 另 一 个 装 有 3 个 黑 球 和 2 个 红 

球 ; 每 次 抛 搓 一 枚 匀称 的 硬币 来 决定 从 哪个 袋 中 取 球 。 每 次 抽 球 后 均 放 回 原 口 袋 。 若 抽 
的 第 一 个 球 是 黑 球 ， 求 从 同一 口袋 中 抽 得 第 二 个 球 也 是 黑 球 的 概率 。 

解 : 记 A41 二 从 1 号 口袋 (2 黑 3 红 ) 取 球 ; A; 二 从 2 号 口袋 (2 红 3 黑 ) 取 球 ; B1(B;) 二 第 
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1(2) 个 球 是 黑 的 。 由 题 意 , 要 求 P(BIB1)。 由 条 件 概 率 定 义 : P(B, |B1)= P(B1B,)/P(B1); 















































对 事件 Bi 进行 分 解 ，B1=Bi(41mA42)-A1B81mA2B1; 有 : 











P(B1)= P(A1B1) + P(A2B1) = P(A)PBI IA) + P(A2)PBI|A2)= :K+Y:%=) 
类 似 地 ， 
P(B1B,)= P(A )P(BIB, |A1)+ P(A,)P(B1B, |A,)=%:(%)° + -1360 


P(BIB,) _ 0 _ 13 


PB) % 25° 
与 计算 P(B1) 类 似 可 得 : P(B3)=1/2<13/25。 这 说 明 :“ 第 一 次 取 到 黑 球 ”这 一 信息 加 
大 了 第 二 次 取得 黑 球 的 可 能 性 ， 因 为 它 加 大 了 我 们 从 含 较 多 黑 球 的 口袋 取 球 的 可 能 性 。 
推 而 广 之 ， 若 已 知 前 两 次 抽 得 的 是 黑 球 ， 则 从 同一 口袋 中 第 三 次 抽 到 的 也 是 黑 球 的 





所 以 P(B, 1B1)= 














一 二 




















也 























PCBB2B3) $4:(%) + 区 CO9 _7 
P(BIB,) %-(%)? +y:(%)? 13 
一 般 的 ， 若 已 知 前 na-1 次 抽 得 的 是 黑 球 ， 则 从 同一 口袋 中 第 n 次 抽 到 的 也 是 黑 球 的 





P(B;3 |B1B, ) = 





















































_ PBIB2%Bs) _ ("+9)" 
PCB1B2 Ba) ("+ 


当 一 oo 时 ， 上 述 概率 的 极限 为 : 











pA VLE WE VA Wd 
lim P(B, | B1B,…B, 1)= lim (0 : =P(BI |B,) 
n—>%0 


7 一 >oo (9 下 (2) 
例 4.8 里 耶 (G， Polya) 坛 子 模型 


有 些 人 把 这 个 问题 当 作 传 染病 或 地 震 的 模型 ， 认 为 某 地 越 爆 发 疾病 则 越 容易 爆发 该 
疾病 。 模 型 如 下 【〔 红 球 代表 爆发 ， 黑 球 代表 不 爆发 ): 坛子 中 有 5 个 黑 球 ，r 个 红 球 ; 现 
从 中 每 次 取 一 个 ， 取 后 放 回 ， 并 同时 再 放 入 c 个 与 所 取 球 同色 的 球 。 问 : 

(1) 前 二 次 取出 的 都 是 黑 球 的 概率 ; 
(2) 第 n 次 抽取 的 是 黑 球 的 概率 。 

解 : 令 B 志 第 i 次 取出 的 是 黑 球 ，i=1,2,…。 

(1) 求 P(B1B,): 由 乘法 公式 ， 有 


































































































b | bt+c 
bi+r biric 





P(B1B,)= 7P(B1)P(B, 1B')= 





(2) 求 P(B)): 
先 考 虑 c=0 与 c=-1 的 特殊 情形 。 这 是 我 们 已 经 熟悉 的 有 放 回 抽样 问题 与 无 放 回 抽 




















样 , 易 知 P(B,) = ;下 面 我 们 证 明 这 个 结论 带 有 一 般 性 。 即 对 任意 的 c, 都 有 P(B)= 翅 -。 


+r “ 





























考虑 : 在 前 n 次 抽取 中 ， 对 任意 指定 顺序 取 个 黑 球 和 (n- 有 D 个 红 球 的 概率 。 每 抽取 
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一 次 ， 球 的 总 数 加 c， 每 抽 到 一 个 黑 ( 红 ) 球 ， 黑 ( 红 ) 球 数 加 c。 均 有 : 


1 1 1 
ALA(C) = CptiCbiiie 9 Cbkrra_De 2 











hn( 指 定 大 个 位 置 取 黑 球 ,其 余 (z- 则 个 位 置 取 红 球 )= CbCby。… Chg ye: ClCbe Ch re 


工 T 十 C 


_ b(b+ c):…[b+ (k—1)c]:rG+ce):…[r+ (n—k—1)c] 
(b+r)(b+r+c)(b+r+2c):…[b+r+ (nm—1)c] 
记 A 后 前 n 次 抽 球 中 抽 到 个 黑 球 ， 丘 0,1,2,…,n 


则 由 全 概率 公式 :(Q = 人 Ar ) 


P( 指 定 顺序 取 个 黑 球 ,(n-h) 个 红 球 ) 









































PB41) = EPAPBan Ab) 








一 4 n . 


k=0 (b+T)(b+Ir+c)(b+r+2c)…(b+Ir+ (n—1)c) b+r+nc 
若 记 bb =bt+c, 则 


Sk b(b+c):…[b+(k—1)c]:rG+c):…[r+(n—k-—1)c] b+kc 








| 
b+r Ke=0 (b'+DO'+r+o…[b'+r+a-Doc] 








n 
-一 P( 在 b' 个 蝶 球 ，/ 个 红 球 的 坛子 中 ， 前 a 次 取 k 个 黑 球 
+r k20 
b 





b+r 
此 可 见 , P(B;) 的 概率 与 及 c 均 无 关 。 不 爆发 传染 病 的 概率 是 不 随时 间 而 转移 的 ; 
也 就 是 说 ， 以 前 爆发 与 否 对 现在 没 影响 。 























8$ 5 事件 的 独立 性 


1 两 个 事件 的 独立 性 





例 5.1 有 10 个 球 ，6 白 4 红 ; 现 从 中 每 次 取出 一 个 ， 取 后 放 回 : 设 Ax 二 “第 上 次 取 
出 的 是 红 球 ”， 由 古典 概 型 的 概率 计算 ,可 以 得 到 : P(A1)= 告 ，P(A,)= 面 ， 












































or 























P(A,|A1)= 言 ，P(A,|A1)= 言 ， 即 在 4; 发 生 或 不 发 生 的 条 件 下 ，42 发 生 的 条 件 概率 


都 等 于 42 的 无 条 件 概 率 。 这 说 明 4; 的 发 生 与 否 对 4; 发 生 的 概率 没有 影响 。 这 时 ， 我 们 
可 以 设想 A1、A; 是 彼此 独立 的 ， 再 由 P(A4142)=P(A1|A2):P(4;)， 得 : P(A142)=P(A1)-P(4))， 
1 此 引出 两 个 事件 独立 的 定义 : 

定义 5.1 阁 事 件 A4、B 满足 : 



























































P(U4B)=P(U).P(B) (5.1) 
则 称 A、B 相互 独立 。 
对 于 独立 性 ， 有 如 下 的 命题 : 


命题 5.1 下列 命题 等 价 : (1) 4 与 B 相互 独 立 ; (2) A 与 B 独 立 ; (3) A 与 B 独 








立 ; (4) A 与 BB 独立; (5) P(A4|B)=P(4); (6) P(A|IB)=P(A); (7) 


P(A|B)= P(A), P(A|B)= P(A). 











证 明 : (1) 口 (2)。 由 4=4BUAB 得 : P(4)=P(4B)+P(AB); 由 A、B 相互 独立 ， 








得 : P(4B)=P(4)P(B); 则 P(A B )=P(A)-P(AB)=P(A)-P(A)P(B)=P(A)(1-P(B))=P(A)P(B )， 
故 4,B 相互 独立 。 同 理 可 证 (2) 口 (3) 口 (4) 口 (1)。 其 余 证 明 留 给 读者 练习 。 

















2 几 个 事件 的 独立 性 


(1 ) 三 事件 的 独立 性 
定义 5.2 ”如果 三 事件 4,B,C 满足 : 














P(AB) = P(A)P(B) (5.2) 
P(AC) = P(A)P(C) (5.3) 
P(BC) = P(B)P(C) (5.4) 


P(ABC)=P(A)P(B)P(C) (5.5) 


则 称 4,B,C 相互 独立 。 
当 事 件 4,B,C 只 满足 : (5.2), (5.3), (5.4) 时 ， 称 事件 4,B,C 两 两 独立 。 

一 般 地 ， 事 件 4,B,C 两 两 独立 时 P(4BOC) 二 P(A4)P(B)P(O) 不 一 定 成 立 ， 即 事件 4,B,C 
的 两 两 独立 性 不 能 保证 事件 4,B,C 的 相互 独立 性 ， 我 们 从 下 例 可 看 到 这 点 。 

命题 5.2 下 列 命题 等 价 : (1) 4,B,C 独立 ; (2) 4 ,B,C 独立 ; (3) 4,B ,C 独立 ; (4) 
4,B,C 独立 ; (5) 4 ,B,C 独立 ; (6) 4 ,B,C 独立 ; (7) 4A,B ,C 独立 ; (8) A,B,C 独 
Mo 

证 明 : 类 似 于 命题 5.1 的 证 明 ， 从 上 略 。 

作为 练习 ， 请 读者 证 明 若 4,B,C 独立 ， 则 4B 与 C，4W 与 C，4mB 与 C 相互 独立 ， 
一 般 的 ， 有 命题 5.3。 


命题 5.3 设 4,B,C 独立 , 记 @i=c(4,B)，@=a(C) ， 任 取 4i esi,4 ss ， 则 414， 






































独立 。 

例 5.2 一 个 均匀 的 正四 面体 , 第 一 面 全 染 红 色 , 第 二 面 全 染 黄色 , 第 三 面 全 染 蓝 色 ， 
第 四 面 染 红 黄 蓝 三 色 。 在 桌 上 将 该 四 面体 任意 掷 一 次 ， 考 察 和 桌面 接触 的 那 一 面 上 出 现 
的 颜色 。 记 4 二 “出 现 红色 ” 8 二 “出 现 黄色 ” C 二 “出 现 蓝 色 ”下 面 我 们 将 指出 这 
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三 个 事件 两 两 独立 ， 但 不 相互 独立 ;再 记 4 天 “第 i 面 接触 桌面 >”， 和 =12,3,4;， 由 题 意 
P(A)=1/4; 又 A=AIUAs,B=A;U As,C=A3UA4， 所 以 P(4)=P(B)=P(C)=1/2; 又 











AB=AC=BC=A4， 故 P(4B)=P(B8C)=P(A4C)=1/4; 可 见 事 件 4、B、C 两 两 独立 。 
又 P(ABC)=P(A4)=1/4，P(4)P(B)P(C)=1/8， 所 以 P(A4BOC) 冯 P(A4)P(B)P(C)， 可 见 事件 
A,B,C 不 相互 独立 。 


(2) nn 个 事件 的 独立 性 


由 定义 5.2 推 而 广 之 ， 得 到 个 事件 独立 性 的 定义 : 
定义 5.3 nn 个 事件 Ai1, 43,…,A,， 如 果 对 任意 的 K2<k<n)， 有 


.Ai )=P(A; )P(A;, )…P(Ai ) (5.6) 






































P(Ai Ai 











其 中 恒 ,i2,…,ik 是 满足 1<ij <is <…<ik<an 的 任意 大 个 自然 数 , 则 称 A1 ,A ,…,4 相互 独 














3 
注意 :P(Ai Ab …Ai )=P(Ai )P(A;, )…P(Ai ) 代表 的 等 式 个 数 为 : 
C2+C3+…+C2=(+D2 -Cl-C =2*—n-l 
还 有 如 下 命题 : 


命题 5.4 若 Ai ,4 hm, Am+1,…, An 相 互 独立 <m<n)， 记 @I=o(Ax,1<k<m)， 


@=o(Ax,m+1<kz<n)， 任 取 Ble 定 ,Be ，， 则 Bi 与 B, 相 互 独立 。 




















例 5.3 甲 、 乙 、 两 三 人 向 同一 飞机 射击 ， 设 各 人 是 否 命中 相互 独立 ， 他 们 的 命中 率 
分 别 为 0.4、0.5、0.7。 若 只 有 一 人 射 中 飞机 坠毁 的 概率 为 0.2， 若 二 人 同时 射 中 飞机 坠毁 
的 概率 为 0.6， 若 三 人 同时 射 中 ， 飞 机 一 定 坠 毁 ， 求 飞机 坠毁 的 概率 。 

解 : 飞机 坠毁 这 一 事件 可 看 成 由 以 下 几 个 互 不 相 容 事件 的 并 组 成 : 因 一 个 人 击 中 而 
坠毁 ， 因 二 人 击 中 而 坠毁 ， 因 三 人 击 中 而 坠毁 ;， 故 可 依 此 思路 进行 样本 空间 的 分 解 。 
设 B= 飞 机 附 毁 ，A;== 恰 由 i 个 人 同时 击 中 (0,1.23)， 则 QQ 一 4o 十 4 十 4? 十 43 
记 CI 三 甲 射 中 ，C 三 乙 射 中 ，C3 三 两 射 中 ， 则 


4o=CIC2C3，4A=(CIC2C3)U(CCIC2C3)U(CIC2C3)， 































































































Ax=(C1C2C3)U (C1CsC3)U (C1C2sC3), A CC,C,. 
[已 知 数据 及 概率 可 加 性 及 乘法 公式 可 计算 出 : 


P(A0)=0.6x0.5x0.3=0.09 
P(A1)=0.4x0.5x0.3+0.6x0.5x0.3+0.6x0.5x0.7=0.36, P(A,)=0.41, P(A3)=0.14 
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题 意 : P(B|Ao)=0,，P(B|A41)=0.2，P(B|A,)=0.6，P(B|A4;)=1， 故 : 











3 
P(B)= 》P(4)P(B|4)=0.09x0+0.36x0.2+0.41x0.6+0.14x1=0.458 。 
n=0 


即 飞 机 葵 毁 的 概率 为 0.458。 


3 试验 的 独立 性 和 独立 重复 试验 序列 


(1) 试验 的 独立 性 

记 随 机 试验 5 的 样本 空间 为 2， 概率 空间 为 20，@W,，PW), (1<k<n)， 两 个 试验 
ED 与 BE2 相 互 独立 ， 粗 略 的 说 ， 即 B20 中 的 每 个 事件 4De @0 与 BE2 中 的 任 一 事件 A 
<@O 相 互 独立 。 详 述 如 下 ; 




















定义 5.3 记 壮 个 试验 EY 的 复合 试验 为 BEOxEO…Ew < 多 BEBO， 它 对 应 的 样 
i=] 





本 空间 为 QQ0xQ9.…Q 全 XQ0 ,相应 的 概率 空间 为 ( 2, @, P), 其 中 :<XO P 
i=l i=] 


是 (2， 中 ) 上 的 概率 测度 ，VA4(9e @ 中 ( 即 EE 中 仅 与 第 次 试验 9 有 关 的 事件 ，(1<k<n)) 
如 果 
P(AVAD AY) PAD JP(AD )-P(A®, (57) 

则 称 试验 EY ,EY ，…,EW 相互 独立 。 

注 : 以 上 定义 中 的 @ 可 以 这 样 理解 : @ = of A xA® xx40, 4 @0 ,1<k<n}。 

一 般 地 ， 对 于 可 列 个 试验 ED ,EY ,…,EW…， 若 其 中 任意 有 限 个 相互 独立 ， 则 称 
{ En>1} 为 独立 试验 序列 。 

在 这 里 我 们 用 事件 的 独立 性 导出 了 试验 的 独立 性 定义 。 
















































































(2) 独立 重复 试验 序列 








定义 5.4 车 ED ,EC) ……EO 相 互 独立 ， 且 EO-E，20- 02, Q=XQO0 =Q”， 则 称 


i=] 











EW ,E 中 ,…,E" 为 n 次 独立 重复 试验 序列 。 若 每 个 试验 只 关心 一 个 事件 4 的 发 生 与 否 ( 例 
如 射击 中 的 中 与 不 中 )， 则 称 之 为 n 次 贝 努 利 (Bernoul 有 0 试验 。 

直观 地 讲 ，n 次 独立 重复 试验 序列 就 是 指 独立 地 、 重 复 地 进行 同一 个 试验 n 次 ; 其 
每 次 试验 的 每 个 结果 不 受 其 它 试验 结果 的 影响 。 

例 5.4 ” 设 某 人 独立 重复 的 射击 n 次 ， 每 次 击 中 目标 的 概率 为 p 〈0<p<1)， 求 
(1) 给 定 的 次 击 中 目标 ， 而 其 余 均 未 击 中 的 概率 (0<k<n); 
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(2) 恰好 击 中 大 次 (0<k<n); 





(3) 至 少 有 一 次 击 中 


o 























解 : 令 Bi 为 给 定 的 次 击 中 目标 ， 而 其 余 均 未 击 中 ;Ci 为 恰好 击 中 次 ; D 为 至 少 
有 一 次 击 中 。 由 独立 性 知 



































P(B)=p*(—p)" ,PC)= Cp pp) ,PD)=1-(1-p)". 














例 5.5 通讯 中 常 采取 重复 发 送信 号 的 办 法 来 减少 在 接收 中 可 能 发 生 的 错误 。 假 定 发 
报 机 只 发 0 和 1 两 种 信号 ,接收 时 发 生 错 误 (0 收 为 1 或 1 收 为 0) 的 概率 为 0.05。 为 减 


























小 错误 ， 采 取 每 一 信号 连 发 三 次 ， 接 收 时 按 数 目 多 的 来 判定 信号 ， 求 在 此 情形 下 判 错 一 


个 信号 的 概率 。 











解 : 每 个 信号 的 判定 包含 连续 三 次 信号 的 接收 ， 这 三 次 信号 的 接收 可 视 为 相互 独立 


日 




















的 贝 努 利 试验 。 设 4 关 “ 有 次 接收 错误 ”( 六 12,3)，B=“ 判 定 信号 发 生 错误 ” 


| 题 意 P(B)=P(A2)+P(A3) 又 : PC4)= Ci(0.05) (1 -0.05)™ 


所 以 P(B)=C3(0.057(1- 0.05)+C3(0.057 = 0.00725， 因 此 ， 判 错 的 概率 大 大 减 小 了 。 


4 事件 的 条 件 独立 性 





定义 5.5 若 事件 4、C 及 B 满足 : 








P(ACIB)=P(A|B)-P(CIB), (5.8) 





则 称 4、C 关于 事件 B 条 件 独 立 。 
命题 5.5 下列 命题 等 价 : 
(1) A4，C 关 于 B 条 件 独立 ; 
(2) P(AIBC)=P(AIB); 
(3) P(AIB C )=P(A4|B); 
(4) P(CIAB)=P(C|B) 
(5) P(C| A B)=P(C|B) 
(6) A4，C 关 于 B 条 件 独立 。 
证 明 : 略 。( 有 兴趣 的 读者 可 作为 练习 ， 自 己 证 之 ， 并 考虑 是 否 还 有 其 它 等 价 命题 ) 
(1) (2) (3) 说 明 A, C 关 于 B 条 件 独 立 , 其 直观 意义 是 : 在 B 事件 发 生 的 条 件 下 ， 
C 发生 与 否 不 影响 A 发 生 的 条 件 概 率 。 
注意 : 4，C 关于 如 条 件 独立 ， 一 般 不 能 推出 4，C 独立 ; 反之 亦 然 。 



















































































例 5.5 考虑 一 个 





EB 子 游戏 机 ， 它 有 两 个 状态 “1” 和 “2”。 记 B=“1”，B= “2”，Ax 














为 第 天 次 操作 游戏 机 出 现成 功 事 件 。 已 知 P(B)=0.3，P(A#B)=0.15，P(A14|B )=0.20,f=1,2; 




















且 各 次 出 现成 功 与 和 否 关 于 系统 状态 "1 和 ”2 ?是 条 件 独 立 的 , 即 P(A142|B)=P(41|B)P(42|B)， 


Pi4B)=PGdiB)PQU:B )。 
试 求 Pim4?)， 并 证 A1,4; 不 独立 。 
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解 : P(A)=P(A|1B)PGB)+P(A|1B)PGB)= 0.15x0.30+0.20x0.70=0.185 


P(AIA?)=P(AIA:|B)P(GB)+P(AIA:|B)P(B) 


=P(A1|B)P(A, |B)P(B)+ P(A | B)P(A, |B)P(B) 
=0.0348 


故 P(A1IUA,)=P(A1)+P(A,)—P(AiA,)=0.335 


P(A |A,) SA) =P(A) 
P(A,) 


所 以 A1,4; 不 独立 。 这 说 明 hi1,4; 关 于 B 和 关于 B 条 件 独立 ， 不 能 保证 A1,42 独立 。 





练习 题 




















1.1 从 一 副 扑克 牌 的 13 张 黑 桃 中 ， 一 张 接 一 张 地 有 放 回 的 抽取 3 张 ， 求 : 
(1) ”没有 同 号 的 概率 ; 
(2) 有 同 号 的 概率 ; 
(3) 最 多 只 有 两 张 同 号 的 概率 。 

1.2 某 人 有 5 把 钥匙 ， 但 态 了 开房 门 的 是 哪 一 把 ， 逐 把 试 开 ， 问 : 
(1) 恰好 第 三 次 打开 房 门 锁 的 概率 是 多 少 ? 
(2) 三 次 内 打开 的 概率 是 多 少 ? 
(3) 如 5 把 内 有 2 把 房 门 钥匙 ， 三 次 内 打开 的 概率 是 多 少 ? 

1.3” 从 6 双 同 样 规格 的 手套 中 任 取 四 只 ， 问 其 中 惟有 一 双 的 概率 是 多 少 ? 

1.4 某 人 写 了 nn 张 信 往 与 n 个 信封 , 将 信 签 随便 乱 装 入 信封 内 (每 个 信封 装 一 张 信 得 ) 


百 汽 )， 
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问 无 一 信 匹 配 的 概率 是 多 少 ? 
1.5 两 人 约定 某 日 晚 7 点 至 8 点 在 某 地 会 面 ， 试 求 一 人 要 等 男 一 人 半 小 时 以 上 的 概率 。 
1.6 ”指出 下 列 各 式 中 哪些 成 立 ， 哪 些 不 成 立 : 

(DAUB=(AB)UB; 

(2)4B = 4wB; 

(3)AUBC =4BC; 

(4)(AB)(AB)=$; 

(5) 若 AcB, 则 A=AB。 






























































1.7 盒 中 有 12 个 乒 长 球 ， 其 ! 是 新 的 。 第 一 次 比赛 时 从 中 任 取 3 个 来 用 ， 比 赛 后 放 
et 
如 第 二 次 取出 的 球 都 是 新 球 ， 求 第 一 次 取 到 的 都 是 新 球 的 概率 。 

1.8 设 茶 昆 虫 生产 天 个 卵 的 概率 为 : 



























































pi = Te (4> 0); 











又 设 一 个 虫 卵 能 骸 化 为 昆虫 的 概率 为 p 。 若 卵 能 否 镶 化 为 虫 是 相互 独立 的 。 问 此 昆 
虫 的 下 一 代 有 m 条 的 概率 是 多 少 ? 
1.9 某 产品 40 件 ， 其 中 有 次 品 3 件 ， 现 从 中 任 取 2 件 ， 求 其 中 至 少 有 一 件 次 品 的 概率 。 
1.10 袋 中 有 红 、 黄 、 白 色 球 各 一 个 ， 每 次 任 取 一 个 ， 有 放 回 地 抽 三 次 ， 求 下 列 事件 的 概 
率 : A=“ 三 个 都 是 红 的 ”=“ 全 红 ” B=“ 颜 色 全 同 ” C=“ 颜 色 全 不 同 ”， 
D=“ 颜 色 不 全 同 ” 五“ 无 黄 ”，F=“ 无 红 晶 无 黄 ”。 
1.11 从 一 副 扑 克 牌 中 ， 任 意 抽 出 两 张 ， 问 都 是 黑 桃 的 概率 是 多 少 ? 
1.12 从 一 副 扑 克 牌 中 ， 任 取 13 张 ， 求 各 点 彼此 不 同 的 概率 。 
1.13 设 有 nn 个 人 ， at 0 he ta 
生日 的 概率 是 多 少 ? ( 设 每 人 出 生 在 一 年 365 日 中 的 每 一 天 的 机 会 是 均等 的 )。 
a 装 在 一 个 袋 中 ， 现 从 中 任 取 3 个 ， 问 : 大 小 在 
中 间 的 号 码 恰 为 $ 的 概率 是 多 少 ? 
1.15 由 盛 有 号 码 1，2，…，XN 的 球 的 箱子 中 ， 有 放 回 地 抽 了 n 次 球 〈 每 次 一 个 )， 依 次 
记 下 其 号 码 ， 试 求 : (1) 这 些 号 码 按 严格 上 升 次 序 排列 的 概率 ; (2) 这 些 号 码 按 上 
升 〈 不 一 定 严格 上 升 ) 次序 排列 的 概率 。 
1.16 10 个 白 球 10 个 黑 球 被 随机 分 为 10 组 ,每 组 两 球 ， 求 每 组 中 恰 有 一 白 球 一 黑 球 的 概 
率 。 
1.17 某 码头 具 能 容纳 一 只 船 。 现 预知 某 日 将 独立 来 到 两 只 船 ， 且 在 24 小 时 内 各 时 刻 来 
到 的 机 会 均等 。 如 果 它 们 需要 停靠 的 时 间 分 别 为 3 小 时 与 4 小 时 ， 试 求 有 船 要 在 
江 中 等 待 的 概率 。 
1.18 在 一 张 打 上 方 格 的 纸 上 投 一 枚 直径 为 1 的 硬币 ， 问 : 方 格 要 多 小 才能 使 硬币 与 网 格 
线 不 相交 的 概率 小 于 0.01? 
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由 取 了 八 次 (每 次 一 个 )。 问 : 




















1.19 袋 中 有 2 个 红 球 ，3 个 黄 球 ，5 个 白 球 ， 现 有 放 回 地 

恰 抽 到 3 红 3 黄 2 白 的 概率 是 多 少 ? 

1.20 在 一 个 袋子 里 有 nn 张 带 1 至 对 号 码 的 票 ， 我 们 一 张 一 张 地 随机 取出 票 来 (不 放 回 ) ， 
问 : 至 少 有 一 次 所 取 的 票 号 码 与 次 序数 相 一 致 的 概率 为 多 少 ? 

1.21 人 菜 人 和 带 有 两 傅 火 上 尝 ， 每 盒 n 根 。 每 次 用 时 他 在 两 盒 中 随机 抓 一 盒 ， 从 中 取出 一 根 。 
问 : 遇 到 一 盒 空 而 另 一 盒 剩 > 根 的 概率 为 多 少 (rn) ? 


1.22 设 样本 空间 2 = fol ,ooa,o4 4= 和 小 B={ol,o? 集 类 电 = {4,B}。 (1) 试 用 












































































































































至 少 有 一 个 发 生 ; 4 不 发 生 ,，B 发 生 ; 






































A,B,Q 的 运算 关系 表示 下 列 各 事件 : 4，B ， 





集 类 A 生 成 的 o 一 域 o( ) 中 的 所 有 元 素 。 

















(2) 写 出 | 








1.23 设 Q2 = R=(-%,+%)， 任 取 a eR 固定 ， 记 


A={x:x<a),A, ={x:x<atl/n}, 


B={x:x<al,B, ={x:x<a-l/nbneN={,2,..). 





证 明 ，4=mn4, ，B=UB,。 
n n 


1.24 设 Q = 尺 , 记 ; 
y ,={(-0%,a],a e RY,Y ,={(a,bl,a,b e RY,Y ,={(a,b),a,b eR}, 


y ,= {a,b),a,b e R},Y ,={a,bl,a,b e R}. 





jAi 中 的 元 素 的 运算 表示 As 中 的 



































(1) 试用 集 类 As 的 元 素 的 运算 表示 Ai 中 的 元 素 ， 
元 素 ; 
(2) 证 明 : AlicCa(A))， AcCa(Al); 


(3) 证 明 ， 立 加 c 党 鳄 =oll ,)=o(% ,)=0o(% ,)=o(8 ,)。 


















































注 : 称 B 为 一 维 Borel c 一 域 ，B 中 元 素 称 一 维 Borel 集 。 
1.25 设 (Q, @, P)=([0,1], B[0,1], P) 是 [0,1] 上 的 Borel 概率 空间 。 记 B=[0,1] 上 有 理 数 全 体 ， 
B =[0,1] 上 无 理 数 全体 。 试 用 概率 公理 化 定义 与 性 质 求 : 
PC I PG IO PLY, SD) PB)RPB) . 
给 定 概率 空间 (Q, 守 殉 ,， 设 A,Be 定 有 日 P(A) = P(B)=1， 试 用 概率 性 质 求 : 


1.26 


P(AB), P(AB), P(AUB),P(AUB). 
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1.27 设 甲 和 乙 两 同学 接连 要 做 3 次 随机 试验 ， 每 人 每 次 试验 均 有 2 种 可 能 结果 : 成 功 和 





失败 。 记 4, 与 B, 分 别 表 


P(A1)= P(B)=0.6, P(A; 


P(B3 |B1B,)=0。 斌 














分 别 求 


荆 





i、 之 第 上 次 试验 成 功 (1 三 k 和 3) 已 知 : 


A1)=0.8, P(B, |Bi)=0.05, P(As|AiA,)=0.98 

















! 成 功 《〈 至 少 有 一 次 成 功 ) 的 概率 和 乙 成 功 的 概率 。 


1.28( 条 件 概率 全 概率 公式 ) 设 A,B,,C < ,n>1,(B,,k 之 1 两 两 互 不 相 容 AcU21Bk 











1.29 设 A,B 为 两 事件 ， A，B 独 并 ， 训 








E 明 下 列 命题 等 


且 P(B.C)#0。 试 证 : P(A|C)= >, P(B, |C)P(A|B,OC). 


价 : (1) 4 与 互 独立 ，(2) A 与 B 


独立 ; (3) P(A|B)= P(A); (4) P(A|B)= P(A); (5) P(B|A)=P(B); (6) 


P(B14) = P(B). 


1.30 设 三 事件 4,B,C 相互 独立 , 订 





相互 独立 。 








E 明 : A B,A\B,AB,AB,AB 均 与 C 独立 ; 


1.31 设 和 ,hy,4,A4 是 8 的 划分 ，P(4)= 了 ,1<k<44=A Uh， 


B=A,UA,，C=A,A,。 证 明 A，B,C 两 








1.32 称 事件 A,C 关于 B 条 件 独立 , 若 P(AC|B)= P(A|B)P(C|B)。 训 





全 日 


命题 等 价 ; (1) A,C 关于 B 条 件 独 立 ， 




















(2) A,C 关于 B 条 件 独 


(3) 4,C 关于 B 条 件 独 立 ; (4) P(A|BC)= P(A|B); 


(5) P(A| BC)= P(A 


O) P(4|BC) = P(A 


试 列 举 其 他 的 等 价 命题 。 





B); (6) P(A|BC)= P(A|B); 


B); (8)P(A|BC)= P(A|BC) 。 


F 此 命题 与 下 


Ee 
Ve 




















1.33 甲 、 乙 两 人 独立 的 射击 后 











P(B)=0.7， 现 甲乙 各 射击 一 次 ， 若 已 知 目标 被 




















1.34 袋 中 有 10 个 球 ，6 
球 的 概率 。 



































站 4 乡 














二 中 ， 求 这 是 被 甲 避 


5 中 的 条 但 


A,B,C 


独立 ， 但 它们 不 独立 。 


列 


目标 ， 记 4=“ 甲 击 中 ” B=“ 乙 击 中 ” 已 知 P(4)=0.6， 


概率 。 





[， 随 机 地 一 个 个 取出 《不 放 回 )， 求 在 第 4 次 首次 取 到 红 


一 章 随 


NY 





1.35 试 订 





机 


FA 


件 与 概率 


FF 命题 2.1 。 





1.36 试 订 








概率 怕 


FE 质 (vii)! 














的 (2.13) 式 。 
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第 二 章 ”随机 变量 及 其 分 布 























在 前 一 章 的 学 习 中 ， 我 们 已 经 讨论 了 随机 数学 中 一 些 最 基本 的 概念 和 一 些 最 简单 的 



































概 型 中 随机 事件 的 概率 求解 方法 ， 并 给 出 了 概率 的 公理 化 定义 。 这 样 ， 我 们 在 遇 到 一 些 





























简单 的 具体 的 随机 事件 时 ， 可 以 先 判 断 其 概 型 ， 















































然后 利用 已 有 知识 ， 对 其 概 型 特性 进行 











分 析 ， 求 出 概率 。 但 在 实际 工作 中 ,我 们 遇 到 的 概率 问题 往往 是 错综复杂 、 千 变 万 化 的 ， 
























































分 
ho 























不 都 是 我 们 熟知 的 、 简 单 的 概 型 。 为 更 全 面 研究 随机 实验 结果 以 揭示 随机 事件 中 包含 
的 客观 存在 的 统计 规律 ， 我 们 将 随机 实验 的 结果 量化 ， 这 样 就 引入 了 “随机 变量 ”的 概 























引入 随机 变量 这 个 概念 后 ， 可 以 用 随机 变量 表示 随机 事件 ， 以 便 将 不 同 的 随机 事件 
， 而 且 有 助 于 研究 随机 事件 的 本 质 规律 。 更 为 重要 的 是 
它 
BE 


的 概率 及 相互 关系 进行 统一 处 
它 极 大 的 丰富 了 研究 对 象 与 范 
问题 。 随 机 变量 是 随机 数学 ， 





















































站 邢 尘 






























































它 可 以 解决 涉及 人 类 生活 中 更 为 广泛 的 理论 与 应 用 的 
重要 的 基本 概念 之 一 。 














$1. 随机 变量 


1 随机 变量 
先 给 出 一 些 直 观 例子 : 











例 1.1 投篮 时 会 出 现 两 种 情况 : wi=“ 投 


















































我 们 若 用 数字 1 代表 投 中 ， 用 0 代表 未 投 


个 变量 铸就 是 














1 ， 办 三 001， 
X=X(@)= 


0， 0 = Wyo. 


























1”， wo= “未 投 中 ”于 是 Q= {20,@1}。 


























。 这 样 便 将 实验 结果 量化 了 ， 同 时 引入 了 一 





(0) 随 实验 结果 不 同 而 取 不 同 的 值 ， 由 于 实验 结果 ws {oo，2 二 出 现 是 随机 的 ， 




















此 XK %) 的 取 值 也 是 随机 的 ，X( w) 是 随机 变量 。 


























例 1.2 在 某 学 校 中 ， 随 机 的 抽取 一 人 w， 
些 卡 片 放 在 一 起 ， 若 从 中 随机 地 取出 一 张 卡 片 ， 


























而 不 同 ， 因 而 L( @) 取 值 也 是 随机 的 ，L( 0o0) 也 是 随机 变量 。 

















用 对 应 的 卡片 ”登记 他 的 身高 Co), 将 这 


那么 L( %) 的 取 值 随 实 验 结果 的 不 同 











定义 11 设 E 为 随机 试验 ， 样本 空间 8={ wo} 为 有 限 集 或 可 列 集 ， 若 对 每 个 样本 点 
wE2， 都 有 一 个 实数 及 go) 与 其 对 应 ， 即 六 o) 是 定义 在 2 上 取 值 在 尺 上 的 单 值 实 值 函 
数 〈 映 射 )， 简 记 刀 ww): 2 一 R， 称 所 办) 为 随机 变量 (amdom variable， 简 记 作 rv. )。 
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可 以 用 随机 变量 蕊 描述 事件 ， 例 如 在 例 1.1 中 随机 变量 对 取 值 1, 记 {woX(6)=1} 
或 简 记 为 {X=1}， 就 表示 事件 {投篮 命 中 }。 






























































例 1.3 ” 某 射 手 进 行 射 击 训 练 ， 他 每 次 射 中 目标 的 概率 是 p ， 且 各 次 射击 是 否 击 
相互 独立 。 如 果 射 手 只 射击 了 守 次 ， 记 这 款 次 射击 中 命中 目标 的 次 数 系 那么 忒 就 是 一 
个 随机 变量 。 如 果 他 开始 射击 ， 直 到 第 一 次 命中 目标 后 停止 射击 ， 记 他 首次 命中 目标 时 
的 射击 次 数 为 Y， 了 也 是 一 个 随机 变量 。 
前 面 对 随 机 变量 只 在 样本 空间 为 有 限 集 或 可 列 集 时 给 出 粗略 的 定义 ， 其 确切 的 定义 
需要 用 到 波 雷 尔 (BoreI)c- 域 的 知识 。 下 面 我 们 先 来 说 一 下 什么 是 波 雷 尔 c- 域 《有 关 波 雷 
尔 集 的 知识 在 第 一 章 中 已 有 介绍 )。 


































































































































































































2 波 雷 尔 o- 域 与 概率 空间 


(1) ” 设 8=R， 考 虑 R 中 右 半 闭 的 无 穷 区 间 (-oo,a]， 全 体 这 样 的 区 间 构 成 的 集 类 
A， 即 A={(-oo, a]; a ER}， 称 由 A 生成 的 oc- 域 o (A) 为 波 雷 尔 o- 域 。 通 常 记 为 B。B 中 的 
集 称 为 波 雷 尔 集 。 

设 g(x) 是 定义 在 RL 上 的 单 值 实 函 数 , 如 果 对 任意 ceER, 有 (x :g(x) 三 a)eB, 则 称 g(x) 
为 波 雷 尔 可 测 函 数 ， 或 B- 可 测 函 数 。 


A n 
(2) 设 2=R", nn 为 任 一 下 整数，R" 中 的 右 半 闭 无 穷 区 间 记 为 [(-%,a;]。 它 是 一 个 
i=1 














































































































Wr 








n 维 点 集 。 全 体 这 样 的 区 间 构 成 R" 中 的 集 类 A: 





























n 
A={ [II (—%, qa;], a:E R'E1,2,...,n} 
i=l 






































称 由 A 生成 的 oc- 域 为 n 维 波 雷 尔 o- 域 , 通常 记 为 B”" 人 So (A),B"” 中 的 集 称 为 n 维 波 雷 尔 集 。 
设 g(x1, xx) 是 定义 在 RY 上 的 单 值 实 函 数 ， 如 果 对 任意 实数 a， 有 {g(x1, xz Xn) 
三 qa} EB”"， 则 称 gQx1, x2,…, Xx) 为 n 元 波 雷 尔 可 测 函 数 ， 或 B”- 可 测 函 数 。 
对 于 一 般 的 概率 空间 (2，@ ，P)， 同 样 可 以 给 出 定义 在 2 上 取 值 在 R 上 的 实 函 数 
XR %)， 但 是 注意 到 引出 了 用 %) 的 一 个 重要 目的 是 为 了 用 它 统一 表示 我 们 关心 的 事件 ，3 
能 够 定义 其 概率 。 为 此 ， 要 求 X(@) 具 有 茶 些 良 好 的 性 质 ， 即 对 vaeER， 有 


{@ :XX(@) <a}e 9 ， 我 们 称 满足 此 性 质 的 下 %) 为 (2，B ，P) 上 的 随机 变量 。 

































































































































































随机 变量 的 确切 定义 如 下 : 
定义 12 ” 设 ( 0, @, 了 ) 是 一 个 概率 空间 ，X( wow) 是 定义 在 8=( %) 上 的 一 个 实 值 函 数 。 
如 果 对 vaeER， 有 




















{0:X(0)sale® (1.1) 
则 称 五 o) 为 ( 2, B, P) 上 的 随机 变量 。 
儿 点 说 明 : 
1) (o: 夏 w)< 和 四 是 指 所 有 满足 多 %)<a 的 样本 点 外 的 集 





uy 
p 


40 


(0:X<4) 


2) 定义 中 中 为 目 委 有 垦 ， 为 了 了 
以 下 把 闷 wo) 记 为 筷 一 般 随 机 变量 符号 上 





3) XK 


(a<X<b), (a<X<p), (a<X<b)ED。( 见 练习 题 ) 


例 1.4 设 4 为 任 一 事件 ， 4ED，Zz( 0%) 为 事 伯 





由 上 表 可 见 : 





T4(@) 使 (4 < 
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E 字 ， 








即 《(w: 多 @)<a) 是 (2，@ ，P) 的 一 个 事件 ， 





因而 可 定义 它 的 概率 。 
写 方便 简 记 (ww: X60)<a) = (Xa) = (XE(-o0a 




















用 大 写字 母 了 2Z 等 表示 。 
wow) 满 足 〈1.1)， 则 容易 验证 : Va,bER 


























| a<b, (X>a),(X<a), (X=a), (a<X<D), 














































































































牛 4 的 示 性 函数 。 由 于 % 满 足 : Comment: 
ge® 当 x<0 时 
{L(@)<x=i4es 当 0<x<l 时 
Qe 到 当 x>l 时 
所 以 Za( @) 是 一 个 随机 变量 。 Comment: 
例 1.5 设 2={oi，w，owj} 
Xl ©) CQ1 CO2 3 
P 1/6 1/3 1/2 
解 : 设 站 whF2， 站 ojF4， 有 wo3j-5。 则 上 表 可 变 成 下 表 ; 
Xl oi 2 4 5 
P( ow:X( oi) 1/6 1/3 1/2 
P(X(@)<1)=0 POX(0) <3)= PX(0) =2)=5 
P(X(@®)<4)= P(X(@®)=2)+ P(X(@)=4) -+ 5- 
P(X(@) <5)=P(X(0)=2) + P(X) = + PAO)=5)=— + : 玫 5 =1 
P(X(wo)<10)=1 
例 1.6 车 (8，@) 中 的 ={6,4,4,Q} 。A4c@ 而 41 gg ， 容 易 验证 41 的 示 性 函数 
ee | comment: 
3) 和 人 。 故 La (@) 对 D@= {6, 4, 4,Q} 而 言 不 满足 r.v. 的 定义 。 


例 17 (2，m) 

















U 把 =Q 且 Bi ew,0<k<w， 定义 XY(@)=52 xkTg, (@) 




















， 设 {Bi}(0<k<%) 是 8 的 一 个 划分 , 即 BiB,=p (kk#0); 


则 容易 验证 也 0) 是 r.v.。 











子 集 构成 的 oc- 域 ， 

















注意 : Va e R ，{w:X(@)<a}e 。 可 见 随机 变量 的 概念 ， 是 对 已 给 的 ( 2, @, 了 P) 
! 的 o- 域 而 言 的。 对 于 只 含有 穷 或 可 列 多 个 样本 点 的 8 








， 通 常 取 @ 是 由 8 中 的 全 体 


























则 定义 在 2 上 的 实 函 数 均 是 随机 变量 。 
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在 第 一 章 我 们 定义 了 什么 是 由 集 类 生成 的 c- 域 , 引出 随机 变量 以 后 , 我 们 自然 要 问 ， 














什么 是 由 随机 变量 生成 的 c- 域 ? 








定义 1.3 设 碟 是 一 rv， 则 称 cCO= ca(o: Rw)<a, VaeR) 为 由 对 生成 的 oc- 域 。 




















例如 ;由 示 性 函数 生成 的 o- 域 为 : o(14)= {6,4,4,0}。 

















附 : 以 下 命题 初学 者 看 时 只 需 了 解 结论 即 可 ,证 明 可 先 略 去 不 看 ， 这 不 影响 本 书 的 学 习 。 











命题 1.1* 对 任意 xeR，(X(4)<x)eg@ 成 立 的 充 要 条 件 是 : 对 任意 4eB， 有 (Xt%) 





Ed)E@。 








证 明 : 充分 性 ， 设 (WoEdEe 对 任 一 4EB 成 立 。 取 4= (-cozEB 即 得 : (Xt 6) 


<x) Ed@， 对 xER 成 立 。 


























必要 性 : 令 ={4:4e 六 (X(@)e 4)e }, 即 和 A 是 由 B 中 一 切 使 XK( 0)e4)e@ 成 立 的 





4 构成 的 集 类 。 由 人 A 人 定义， 有 日 c 总 ;这 样 为 证 A= B， 只 需 证 日 二 
包含 g ={(-00,Xx],X eR} 的 o- 域 。 





六 ， 为 此 只 需 证 入 是 




















下 证 A 是 c- 域 : 事实 上 ，Re 六 ，(X(0)ER) =2E@， 故 REA; 其 次 ， 若 4EA， 





则 4EB。 且 (Xo)e4) E@; 因 B 是 c- 域 ， 所 以 4= 有 -4e 们 ;再 注意 @ 是 0- 域 ,得 


{(O)s 用 = 这 (os 和 < 一， 所 以 二 也 满足 上 述 两 个 条 件 ， 从 而 也 





又 设 相 EAF=12…， 即 4;e 半 ，U1{X(@)e 4i}e 2 ; 义 B 及 OD 是 o 


RE(OsUP4=UBRG)s4js 一 ， 故 由 4 EA， 所 以 A 是 包含 R 的 o- 域 。 再 证 





A 包 含 W ={(-o0,X],XeR}， 因 为 VvxeR，{X(@)e(-%,x]}={X(@) 











Ee 人 ,知人 对 余 封 闭 。 


- 域 , 得 U2 4 e 包 ， 




















<x}e®, 所 以 (SS 























co,x]=4 满足 ，Ae 六 日 {X(@)e Ae ， 所 以 (- 吕 ox]EA。 这 样 便 证 明了 A 是 包含 A={(- 





co,x];xXER} 的 oc- 域 。 于 是 Do(8 )= 六 ,得 A=B。 
综 上 引 理 得 证 。 


























常用 的 随机 变量 有 
两 节 将 介绍 这 两 类 随机 























两 
变 


8$2 离散 型 随机 变量 


类 : 一 类 是 离散 型 随机 变量 ， 另 一 类 是 连续 型 随机 变量 。 下 
三 
性 


| 
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1 定义 

定义 2.1 ”如果 随机 变量 包 %) 所 有 可 能 取 值 是 有 限 个 或 可 列 多 个 ， 则 称 总 gw) 为 离散 
型 随机 变量 (discrete random variable) 简写 作 d.r.v.。 

例如 81 中 的 对 和 例 1.3 中 的 了 与 7 都 是 离散 型 随机 变量 。 刻画 4d.r.v.X 的 特性 , 不 仅 
要 知道 它 的 可 能 取 值 ， 更 要 知道 它 取 各 值 的 概率 。 

定义 2.2 设 离散 型 随机 变量 (qd.r.v.) 儿 60) 所 有 可 能 取 的 值 为 x ,KEN={1,2,.….},X(%) 
取 各 个 值 的 概率 为 : 






























































POUFx}=pr, KEN (2.1) 
称 POExe}=pe(kEN) 为 dr.v X40) 的 概率 分 布 或 分 布 律 。 
rv XA) 的 概率 分 布 反映 了 它 取 各 种 可 能 值 的 概率 分 配 ， 包 含 了 它 的 全 部 概率 信息 。 
由 概率 定义 ， 易 知 pi 满足 如 下 两 个 条 件 : 




















































































































(1) Pi>0， keN ( 非 负 人 性 ) 
二 (2.2) 
(2) > ( 规 一 性 ) 
k=1 
可 以 这 样 理解 分 布 律 ， 将 质量 1 分 布 在 各 个 质点 上 ，xx 点 处 的 质量 为 pt 。 
如 图 2-1 
p! PP? p3 本 DE a 
| | | | 
X1 X2 X3 Sa i 
图 2-1 
分 布 律 也 可 以 用 表格 形式 来 表示 ; 
X Xl X XxX3 ee 
Pr DPI p> p3 we 





2 儿 种 重要 的 离散 型 随机 变量 的 概率 分 布 


(1) 二 点 分 布 

定义 23 车 rv. 匀 只 取 1 和 0 两 个 值 , 且 PGCE1)=p, PQE0F1-p，(0< p<1)， 则 称 
r.v. 于 服从 参数 为 p 的 二 点 分 布 。 简 记 为 : XB(1, p)。 

若 事 件 4 发 生 r.v.X 取 1， 耕 则 了 邓 取 0; 即 
































wed 


1 
e (O)=74(O) 人 本 























则 PLD=PU(o=1T=p，P=PU(o=0=1-pP;， 可 见 示 性 函数 可 用 来 描述 某 随 








机 事件 发 生 与 否 。 
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例 2.1 200 件 产品 ，190 件 是 合格 的 ，10 件 是 不 合格 的 ， 现 从 中 任 取 一 件 ， 若 规定 


| 若 取得 合格 产品 
0 若 取 得 不 合格 产品 





























二 

















则 邓 服 从 参数 为 0.95 的 二 点 分 布 。 
二 点 分 布 是 最 简单 的 一 种 分 布 类 型 ， 它 可 描述 一 切 只 有 或 只 关心 两 种 可 能 结果 的 随 
机 事件 。 比 如 产品 合格 与 不 合格 ， 新 生 婴 儿 是 男 是 女 ， 比 赛 中 的 胜 与 负 ， 电 信和 号 的 正 与 
负 ， 种 子 是 否 发 芽 等 等 。 











































































































(2) 二 项 分 布 (Binomial distribution) 
以 了 表示 nn 重 贝 努 利 试验 中 4 发 生 的 次 数 ， 易 知 丈 是 一 个 随机 变量 ， 其 可 能 取 值 为 
0,1,2,...n。 由 于 各 次 试验 相互 独立 ， 政 在 次 试验 中 4 发 生 次 的 概率 












































P(X=K)=Ctp(-p)"™, k=0,1,2,...,n 
定义 2.4 和 若 r.vXY 满 足 : 
P(X=h)=Cip(- p)"™™, k=0,1,2,...,n (2.3) 


则 称 r.v.X 服从 参数 为 (np) 的 三 项 分 布 ， 又 称 为 贝 努 利 分 布 (Bernoulli 分 布 )， 简 记 
AX~B(np)。 


根据 上 面 的 定义 ， 显 然 有 P(X=k)>0( 非 负 人 性 ); 》Chp*q"*=(p+q9)”=1( 规 


k=1 























一 性 )。 特 别 地 ， 当 n=1 时 ， 二 项 分 布 化 为 ，P( 对 = 有 ) = p“g!“，k= 0,1， 这 就 是 二 


点 分 布 。 可 见 ， 二 点 分 布 是 二 项 分 布 的 一 个 特例 。 

例 2.2 某 人 进行 射击 训练 ， 每 次 射 中 的 概率 时 0.02， 独 立 射击 400 次 ， 求 至 少 击 
1 次 的 概率 。 
解 : ”将 每 次 射击 看 作 一 次 独立 试验 , 则 整个 试验 可 看 作 一 个 400 次 的 贝 努 利 试验 。 
设 击 中 的 次 数 为 刺 则 和 ~B (400,0.02)。 丈 的 分 布 率 为 ; 
























































P(X =K)= C0,0.02*0.980*, k=0,1,2,...,400. 


则 所 求 概 率 为 : P(X>1D)=1- P(X =0)=1-0.98*” ~ 0.9997 


这 个 例子 的 实际 意义 十 分 有 趣 。 这 个 射手 每 次 命中 的 概率 只 有 0.02, 绝 不 是 个 天 才 ， 
但 他 坚持 射击 400 次 , 则 击 中 目标 的 概率 近似 为 1, 几乎 成 为 必然 事件 。 这 正 说 明了 ,“ 只 
要 功夫 深 ， 铁 桂 磨 成 针 ”。 不 要 因为 成 功 的 希望 小 而 放弃 ， 只 要 我 们 狗 而 不 售 的 努力 ， 就 
一 定 会 到 达 理 想 的 彼岸 。 这 一 道 简单 的 概率 题 中 蕴含 着 深刻 的 哲理 。 

上 例 中 ， 直 接 计算 P(E= 有 Dj 相当 麻烦 ， 下 面 我 们 介绍 一 个 当 n 相当 大 ,，p 很 小 时 二 项 
分 布 概率 的 近似 公式 ， 这 就 是 二 项 分 布 的 泊 松 逼近 。 





























































































































定理 2.1 ( 泊 松 (Poissom) 定 理 ) 设 4>0 是 一 个 常数 ，n 是 任 一 正 整 数 ， 设 pj= 4/n， 
则 对 任 一 固定 的 非 负 整数 k， 有 

















kk nk _ Me” 
Troe (Ud—p) = (2.4) 
1 
证 明 : … Pi 三 
n 
大 n—k 
Cp lp = Ce ji N 
n 
外 | 





= ee )a 





对 任 一 固定 的 k， 当 n 一 时 























故 :LimC;p, (1 p,)"™ = 


由 于 nps=4《 常 数 )， 所 以 n 一 2 时 p, 一 0。 因 此 当 n 很 大 ，p 很 小 时 有 以 下 近似 公 









































式 : 
2 
Chp, “(1— pa) Me 其 中 4 = np， 
在 例 2.1 中 ，4=np=400X0.02=8 
故 
0 -4 1 _ 一 4 
[a PX=D)= =8e™ 





P(X>2)=1- P(X=0)- P(X=1)=1-e™® -8e’s 0.997 


例 2.3 为 了 保证 设备 正常 工作 , 需 配 备 适量 的 维修 工人 。 现 有 同类 型 设备 300 台独 
立 工作 ， 发 生 故 障 的 概率 都 是 0.01。 在 通常 情况 下 一 台 设 备 的 故障 可 由 一 个 人 来 处 理 。 
问 至 少 需 要 多 少 人 才能 保证 当 设 备 发 生 故 障 ， 不 能 及 时 维修 的 概率 小 于 0.01? 

解 : 设 至 少 需 配备 和 N 人， 同一 时 刻 发 生 故 障 的 设备 有 了 闫 台 ， 那 么 忒 .B(300,0.01)。 
依 题目 ,要 求 的 N 应 使 P{X 守 N}<0.01 (*) 











































































































WR 
根据 泊 松 定理 (4=np3)， 故 :PUX>N= 于 一 一 。 所 以 式 (9 化 为， 


k=N+l 











<0.01 ， 通 过 查 表 ， 可 知 满足 上 式 的 N>8， 因 此 至 少 需 9 人 。 











(3) ” 泊 松 (poisson) 分 布 
定义 2.5 若 r.vX 满 足 : 


MKe-4 
Re RE ke No = {0,1,2,..} (2.5) 


其 中 4>0 是 常数 ， 则 称 邓 服从 参数 为 4 的 泊 松 分 布 ， 记 为 ~Po( 4)。 
由 定义 易 知 : 

















Me o Ate™4 o A 
P{X =f} = >0,keNy; YP{X=H= 5 =e 4 二 =e ez=1l 
Kk! k=0 k=0 岂 k=0 Kk! 





可 见 P{X= 避 满足 概率 分 布 的 条 件 。 

在 信息 通讯 、 计 算 机 网 络 、 生 物 学 、 医 学 、 工 业 管理 及 公用 事业 的 排队 等 问题 ' 
泊 松 分 布 是 常见 的 。 例 如 一 “服务 台 ” 在 给 定时 间 上 到 达 的 “顾客 ” 数 ， 容 器 内 微生物 
数 ， 玉 器 上 的 症 点 数 ， 交 换 台 的 电话 呼唤 次 数 等 ， 大 多 服从 泊 松 分 布 。 由 泊 松 分 布 引出 
的 泊 松 信号 流 是 随机 过 程 的 一 个 重要 分 支 ， 对 它 的 详细 阐述 见 第 六 章 。 

例 2.4 自 1875 年 至 1955 年 中 某 63 年 间 ， 某 市 夏季 〈5~9 月 ) 共 发 生 暴 雨 180 次 。 
每 年 夏季 共有 n=31+30+31+31+30=153 天 。 每 次 暴雨 以 1 天 计算 ， 每 天 发 生 暴 十 的 概率 
则 为 p=180/(63 X153)， 这 个 值 很 小 。 但 n=153 很 大 。 应 用 泊 松 分 布 ， 在 一 个 夏季 发 生 天 
次 暴雨 的 概率 pi 为 : 


2.98e-29 180 
二 A=np, =153x 3 
Pt 和 多 63x153 


我 们 可 通过 下 表 来 看 计算 值 为 实际 观测 之 间 相符 合 的 情况 。 例 如 ， 发 生 2 次 暴雨 的 
实际 有 14 个 夏天 ， 计 算 值 为 14.8 个 。 基 本 相符 。 

















































































































































































































2.9) 











































































































暴雨 次 数 0 2 4 6 8 
实际 年 数 4 14 10 2 1 
理论 年 数 35 | 148 | 10 2.9 0.42 
(4) 几何 分 布 
定义 2.6 ” 若 d7rvX 取 值 正 整数 ， 且 满足 : 
P{X= 肝 =(- 门 和 pp， =12，(0<p<]) (2.6) 


则 称 xr.v. 耻 服从 参数 为 p 的 几何 分 布 ， 记 为 忒 GD)。 

在 Bernoulli 独立 重复 试验 中 ， 若 事件 4 在 一 次 试验 中 出 现 的 概率 为 p， 即 P(4)=p 
记 马 为 首次 发 生 4 的 试验 次 数 ， 则 站-G(p)。 

儿 何 分 布 县 有 一 个 极 特殊 的 性 质 一 一 无 记忆 性 。 我 们 假设 在 前 n 次 试验 中 事件 4 均 
未 发 生 ， 则 可 证 明 ， 在 此 条 件 下 ， 从 第 n+l 次 试验 起 到 首次 4 发 生 的 第 次 试验 ， 仍 服 
从 几何 分 布 ， 与 nn 无关， 即 : vneN， 有 












































| comment: 
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P(X=n+k|X>n)=P(X=A)=0- pp, k=1,2,.… (2.7) 


这 就 是 几何 分 布 的 无 记忆 性 。 
可 以 证 明 ， 在 离散 型 分 布 中 ， 只 有 几何 分 布 才 具有 无 记忆 性 。( 证 明 略 ， 见 习题 ) 















































3 ”离散 型 随机 变量 (d.r.v.) 的 分 解 与 表示 


给 定 (Q, @®, P)， 若 4,E@ ，nEN 两 两 不 交 ， 且 》 4, = Q, 即 {d, > 让 是 8 的 一 


n=] 


























个 分 解 ，a, eR ，neN; 易 证 ， XX(w) = 对 a,14 (6)， we Q 为 离散 型 随机 变量 。 反 


nl 








之 ， 对 于 任 一 d.r.v.X， 若 其 分 布 律 为 : P(XY=xp),keN， 因 B, 人 (X=xi)e,keN， 则 
可 以 表示 为 
X(@)= Fxilg, (0)’ we (2.8) 
k=1 


这 说 明 对 于 任 一 dr.v.， 总 可 以 分 解 为 互 不 交 的 事件 的 示 性 函数 的 迭 加 。 
定义 2.7 形 如 (2.8) 式 定义 的 函数 , 称 为 ( 2, @) 上 的 简单 函数 . 
例 2.5 ”二 项 分 布 可 用 示 性 函数 表示 。 
若 随 机 变量 XK( w) 一 B(n,p)，Bj={ 人 个 ,， (0 三 kn)， 则 
X(o)= > pe 也 ‘Tg, (0), 
用 示 性 函数 的 线性 组 合 表示 d.r.v. 这 种 分 解 的 思想 与 方法 在 随机 数学 , 特别 是 现代 随 
机 数学 中 起 着 巨大 的 作用 。 

























































































83 ”连续 型 随机 变量 





1 定义 
定义 3.1 若 对 于 r.v.XX， 存 在 一 定义 在 R 上 的 非 负 函 数 ftx)， 使 对 vLe 六 ， 满 足 
P(X eL)= | fwdx (3.1) 
xeL 

















则 称 了 为 连续 型 随机 变量 , 简 记 : c.r.v.X; 其 中 函数 fx) 称 为 的 概率 密度 函数 (probability 
density function, 简 记 为 p.4f.)， 简 称 概率 密度 。 

注意 : 由 定义 可 看 出 ， 概 率 密度 函数 不 是 唯一 的 。 因 为 若 fy) 是 rv 了 的 p.df:， 如 在 
有 限 个 点 上 或 可 列 个 点 上 改动 它 的 值 为 另 一 非 负数 ， 记 为 g(x)， 则 两 者 在 同一 上 的 积 
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分 值 相同 ， 因 而 g(x) 亦 是 对 的 Pd。 
可 以 证 明定 义 3.1 与 下 列 定义 3.1a 等 价 。 
定义 3.1a 若 对 于 x.v. 了 对 ， 存 在 一 定义 在 R 上 的 非 负 函数 fx)， 使 对 YaeR， 满 足 : 


P(X < a)=[,f Odx 


则 称 邓 为 c.rv.，ftx) 为 的 p.df。 
由 定义 易 知 ， 概 率 密 度 具 有 下 列 性 质 : 


D) f/f()>0 ( 非 负 人 性 ) 









































2) /War=1 ( 规 一 性) 


(3) Pla<x<b=[ /fd (es 站 


























(4) ”如 果 xr.v.X(w) 有 概率 密度 f(x)， 则 P{@w : X(w)=a}=0,(vaeR)。 











P(x<X<x+h) 
h 











(5) ”着 (0) 在 x 多 连续， 则 : f(x)= Lim (> 





即 P(r < 久 <x+ 加 =/GOh+o()， 其 中 。 (有) 是 及 的 高 阶 无 穷 小 ， 即 Lim = 


性 质 (4) 的 证 明 : 


at+t 
Plo: X(0)=0)= Lim Po -一 <X<a+ 让 = Lim | “fdr=0 
n n+% da 

















0 。 











可 见 ， 概 率 为 0 的 事件 不 一 定 是 不 可 能 事件 。 
有 些 随 机 变量 的 概率 密度 函数 直接 求解 较为 困难 ， 此 时 可 通过 求 微 小 区 域 上 的 概率 
的 主要 部 分 ( 见 (*) 式 ) 来 求 fx)， 这 种 求解 概率 密度 的 方法 称 作 微 元 法 。 它 是 一 种 重 
要 的 方法 ， 利 用 它 可 以 使 一 些 复杂 问题 得 到 简单 明了 的 解决 ， 读 者 在 以 后 的 学 习 中 将 会 
逐步 地 体会 到 这 一 点 。 


































































































例 3.1 设 随 机 变量 X 具有 概率 密度 f(x) = ie-3*7Tuso ， 试 确定 常数 上， 并 求 
P(X >0.1)。 



































解 : 由 | Jo =1 ， 解 得 =3， 于 是 的 概率 密度 为 ， 7(CD) =3e-357zo ， 所 以 


P{X >0.1} = | fdr = | 3e qx =0.7408 。 
0.1 0.1 


2 几 种 连续 型 随机 变量 的 分 布 


(1) ”均匀 分 布 (Uniform distribution) 
定义 3.3 ” 若 连 续 型 随机 变量 具有 概率 密度 : 



































xel[a,b] (a<Db) 
其 它 


(3.2) 








1 
~ Jb-a 
Ws 














则 称 蕊 在 区 间 [a ,5] 上 服从 均匀 分 布 ， 记 作 针 ~ Ul[a,b]。 
由 定义 可 知 ， 在 区 间 [a ,b ] 上 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 ， 落 在 [a ,b ] 的 任 一 子 区 
间 的 概率 只 依赖 于 子 区 间 的 长 度 而 与 子 区 间 的 位 置 无 关 。 事 实 上 ， 对 于 任 一 长 度 为 7 的 






































c+l 
子 区 间 (ec,ctD,a<Sc<ct1<b, 有 : Ple<x<etn=| ee 
bp-a b-a 
0 x<a 
记 F0)P(X<x)= [f(Dar 可 得 : F(x)= es a<x<b 
EA —a 
1 X>D 














fx) ,F(x) 的 图 像 分 别 如 图 3-1、3-2 所 示 。 






































例 3.2 设 电 阻 R 是 一 随机 变量 , 均匀 分 布 在 900 8~1100 2, 求 R 的 概率 密度 及 R 
落 在 950 2~1050 2 的 概率 。 
900 <X<1100 








1 
解 : 由 题 意 ，R 的 概率 密度 为 : f(r) =111002900 
0 














做 





1050 


P{950 < R <1050} = | ps 
,200 


(2) 正 态 分 布 (Normal distribution) 





定义 3.4 ”车 连 续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 为 : 











yy 
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20 一 oo <X < +oo (3.3) 


1 
J 


其 中 性 ，o 为 常数 且 c>0， 则 称 丈 服从 参数 为 ( 4, o ) 的 正 态 分 布 或 高 斯 (Gauss) 分 布 ， 
记 为 基 N (2,0”)。 























f(x) 的 图 像 如 下 所 示 : 

















/| 
1 
wb 





f() 上 共有 以 下 性 质 : 
(1) ”关于 x=4 对称 。 这 表明 对 于 任意 h>0， 有 


Piu—-h<X<u}=P{u<X<u+h}, 






































(2)” 当 x=4 时 ， /CD -= /CO = 万 -取得 最 大 值 ， Xx 瑟 +coo，f(x)>0， 曲 线 以 x 轴 为 





E 








渐 近 线 。 对 于 同样 长 度 的 区 间 ， 当 区 间 离 4” 越 远 ， 蕊 落 在 这 个 区 间 上 的 概率 越 小 。 
(3) 780 在 x=4 士 处 有 拐点 。 
(4) ”oo 越 大 ， f(x) 的 图 像 越 “ 胖 ”表明 取 值 较 分 散 ;，o 越 小 ，f (0) 的 图 像 越 “ 瘦 ”， 表 

明 取 值 较 集中 。 

(5) ff() 存 在 n 阶 连续 导数 。 

































































(6) | f(xwdr=1( 规 一 性 )。 


—00 

















证 明 : 只 证 性 质 (6)。 其 它 性 质 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 。 





























人 
十 oo 1 CA 二 
记 7= | e 20” qx ”有 即 证 /=1; 因 7 非 钠 ， 只 须 证 2=1。 
“N270 
二 oo 1 CO 十 oo ] GO ] 二 的 -中 的 2 人 LO2+(s 一 0 
7 = | e 202 dt| e 207 ds -二 一 | 20 dtds 
“N270 “WN270 2x0" i 
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令 x= 芝 ， y= 又 令 x=psin0, y=pcos 0, p >0, 0< 0<2 7 
要 2 
1 +oo+oo x +y 1 2X+% _p” 
则 : 2 = 2 全 2 =] 得 证 。 
则 :也 = 地 a drdy = 站 pdpd0 =1 得 证 
特别 地 , 若 -NC0,1”) 即 服从 参数 4=0,o=1 的 正 态 分 布 , 则 称 邓 为 标准 正 态 分 布 。 
称 
1 _x2/2 
p(X) = e (3.3.1) 
V2 克 
为 标准 正 态 概 率 密度 函数 。 
称 
了 1 22 
D(x)= P(X <x)= fo9(x)dx= e dt (3.3.2) 





De V7 ow 
为 标准 正 态 分 布 函数 。 对 于 B(x) 的 值 ， 可 通过 查 表 得 到 ( 见 附 表 1)。 易 知 
D(-x)=1- D(x) 。 

例 3.3 服从 标准 正 态 分 布 ， 求 P{X 志 1}，P{IXI 志 2}，P{A1 志 3}。 

解 :P{|XKD=P{-1<x<1=00)- 0D)=00)-[1-00)]=200) -1=0.6826 

同样 ，P{|X 志 2}= CGO) - G(C2) =0.9545; P{X 志 3}= GG) -DB(-3)=0.9973。 












































一 般 地 ,车 天 NN(4,o ), 则 只 要 通过 一 个 适当 的 线性 变换 就 能 将 它 化 成 标准 
布 。 此 过 程 也 称 作 对 随机 变量 XX 进行 标准 化 。 


引 理 若 信 N(4,o”)， 则 Zz A N(0,12) 
oO 





瞩 
洲 
站 




















证 明 : 十 疡 三 芭 4 故 











oO 
(CO 全 人 A= u2 
P{Z <x}= P{X <M+ox}= : 的 抽风 207 dt 三 | 这 
2A0 -w V27 -oo 








由 此 Z = 至 - 汉 _N(012) 证 毕 。 
OO 




















这 样 ， 就 可 以 利用 标准 正 态 分 布 来 表示 一 般 的 正 态 分 布 函数 。 若 NN (4,o”)， 对 于 
任意 区 间 (a , b] 有 : 




















Bo (3.3.3) 
O O 





即 可 得 。 
对 于 标准 正 态 分 布 随机 变量 ， 引 入 c 分 位 点 的 定义 。 
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定义 3.5 设 关 NN (0,1”) 若 2 满足 条 件 P{X > 2Z,}=a 


正 态 分 布 上 的 a 分 位 点 。 














在 自然 现象 和 社会 现象 ， 























正 态 分 布 。 














洋 波 浪 的 高 度 ， 一 个 地 区 成 年 男 了 





正如 二 项 分 布 主要 产 4 




















布 早期 来 源 于 测量 误差 分 析 。 
布 都 占有 重要 地 位 。 


(3) 









































指数 分 布 (Exponential distribution) 





5S1 








(0<w<1D， 则 称 点 Z. 为 标准 











大 量 的 随机 变量 都 服从 或 近似 服从 正 态 分 布 。 例 如 ， 海 
的 身高 ， 生 产 条 件 不 变 的 许多 产品 的 某 些 量度 都 服从 
生 于 贝 努 利 试验 ， 
在 概率 论 中 和 数 到 


















































定义 3.6 若 连 续 型 随机 变量 式 的 概率 密度 函数 为 : 

















六 





th 





指数 分 布 的 两 个 习 





要 性 质 : 


[ 


性 质 1 (无 记忆 性 ): 对 vs,t>0 





f(x)= Me YI) ? 
14>0 为 常数 ， 则 称 蕊 服从 参数 为 4 的 指数 分 布 ， 记 作 素 Ex(4) 。 














证 明 : 左 =P{X >t}=1-P{X <t}=e™” 


_P{X>s,X>t+s} P{X>t+s} et) 


有 P{X > = 


泊 松 分 布 主要 产生 于 泊 松 流 ， 正 态 分 
统计 的 理论 研究 和 实际 应 用 中 ， 正 态 分 
(3.4) 


P{X>s+t|X>s}。 


一 人 8 





P{X >s} 


P{X >s} 


P{X >t}=P{X >s+t|X >s} 


性 质 2 (无 老化 性 )， 即 瞬时 失效 率 为 常数 ， 


的 充 要 条 件 。 











es Te 

















外 服 从 指数 分 布 是 邓 具有 无 老化 性 







































































证 明 : 充分 性 ， 设 系 .Ex(4) 为 工作 寿命 。 
Lim < 有 > JW ,vtz0， 即 为 ! 时 刻 的 瞬时 失效 率 。 
h—>% h P(X >7) 
vt>0,h>0 
Lim LX <t+hIX > 和 mt+ 1 2 1 
h—0 万 h—0 P{X >itih h—0 et 
了 ~ Ex(4) 时 ， 上 共有 无 老化 性 质 。 
必要 性 : 记 了 (1)=P(X <7t), 因 对 具有 无 老化 性 质 , 故 瞬时 失效 率 下 "(1)/( -下 (1))=4， 
其 中 入 为 常数 令 F(0)=0 ， 有 dd-F(0)/d-F(0)=-At ， 
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= PA 





F(D)=(1-e”)o, = Me ， 即 Ex(4)。 证 毕 。 
(20) Jj 





利用 指数 分 布 的 这 两 条 性 质 ， 有 时 可 以 简捷 地 解决 一 些 涉及 指数 分 布 的 问题 。 
(4) 贝塔 分 布 (Beta distribution) 


定义 3.7 若 rv. 对 的 p.df 为 : 
1 
xc 一 2P1 “7T(0<x<D 





(a >0,6 >0) (3.5) 




















/0 ap 
其 中 Blo,D)= JueQd -中 Pd 称 为 贝塔 函数 ， 称 臣服 从 参数 为 (o, DB) 的 贝塔 分 布 
记 为 Be(a, pp)。 
注意 当 w =1p =1 时 ， 贝 塔 分 布 就 变 成 [0，H 上 的 均匀 分 布 。 








(6$) 伽 玛 分 布 Gamzzaa distribution) 
定义 3.8 若 rv 下 的 P.d8 为 : 

WOO (@&>0,y>0) (3.6) 
其 中 Tow) = ue 是 伽 玛 函数 ， 称 XX 服从 参数 为 (oa,7) 的 伽 玛 分 布 ， 记 为 

















了 Ga,y) 。 
注意 当 y=1 时 ， 就 化 为 指数 分 布 。 
注 : Gamma 函数 有 以 下 性 质 ，ToJ=w-Drw-D ，Td) =1; r= 4 
Tr) 
IT(g+p) 


v=nEeN 时 ，T(n)=(n-1)!; T(Q) 与 B(o, BP) 的 关系 为 ，B(a, 6)= 
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1 概率 分 布 函 数 〈《Probability distribution function) 

以 上 我 们 介绍 了 离散 型 和 连续 型 两 类 随机 变量 ， 又 分 别 介 绍 了 和 针对 它们 的 分 布 律 和 
密度 函数 两 种 方式 来 描述 随机 变量 的 概率 分 布 特性 。 其 实 ， 我们 可 以 把 二 者 统一 起 来 ， 
即 可 以 引入 所 谓 概率 分 布 函数 的 概念 ， 来 统一 表达 一 般 随 机 变量 的 概率 特 仅 

定义 4.1 设 闷 四 ) 是 概率 空间 (Q, @ ,P) 上 的 随机 变量 ，vue R， 称 


旦 ， 
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FAW=PX 0) SW) (4.1) 
为 了 的 概率 分 布 函数 ， 简 称 为 4 


说 明 : 

(1) ”概率 分 布 函数 Fx(w) 是 定义 在 R 上 取 值 在 [0，1] 上 的 函数 ， 它 表示 事件 (X( w) 乏 中 
的 概率 ， 即 Fx(w) 等 于 针 落 在 (一 wo, u] 上 的 概率 。 当 区 间 的 右 端 点 4 发 生变 化 时 ， 
P(X(@) < 1) 也 发 生 相 应 地 改变 。 因 此 ， 对 给 定 的 X，P(Xe(-o0,u]) 是 区 间 
(-o%，] 右 端点 的 函数 。 

(2) 7ry 筷 的 概率 分 布 函数 包含 了 它 的 全 部 概率 特性 的 信息 。( 见 下 页 注 4.1) 

(3) ”由 第 一 章 可 知 给 定 (Q, @, P),，P 是 定义 于 上 的 集 函 数 。 这 样 为 使 P(X( 0) 三 w) 有 













































































意义 ， 要 求 Vu e R, (对 <u)e 定 ， 这 正 是 x.v 对 定义 中 要 此 限 种 


6] 























的 理由 。 











(4) ”在 不 引起 误解 时 ， 常 将 省 去 ， 简 记 为 F(x)。 








定理 4.1 概率 分 布 函数 Fx(x) (xER) 具 有 下 列 性 质 : 
(1) 单调 不 减 性 ， 即 若 b>a， 则 FA(5) 三 Fx(a) 

















(2) ， 右 连 续 ; Lim Fx(b) = Fx(@)» 


(3) 仿 Fy(-%)= Lim Fy(x), Fx(%)=LimFy(x), 则 Fx(-~)=0, FX(~)=1。 





注 : 若 定 义 FxX)=PC<x)， 则 Fx(X) 是 左 连续 的 。 
证 明 : (1) 如 果 bp>a， 则 (KX( @) 生 bp)=(C( 6) 三 qa)U (a<X( oow) 入 外; 等 式 右边 两 个 习 
不 相 容 ， 故 FAb)=P(X( 2) 志 b)=P(C( 2) 志 a)+ (a<X( 0)<Db)2P(C( 0)<a)=FA(a) 


(2) 由 于 Fx(x) 的 单调 不 减 性 ， 故 存在 右 极 限 Fy (a + 0) = Lim Fy (5b) ; 由 于 单调 性 ， 








ey 
社 







































































为 证 Fx(a+0)=Fx(a), 只 需 对 某 一 列 {o}， DI>pD2>...>Di>a， 妨 一 沁 证 明 当 一 0 时 ， 有 














LimFx(b,)= Fx(a) 即 可 。 令 4i=(a<X( 0)<bn), 显然 4, > 4 站 4, =p， 于 是 由 
(KX( 20) 筷 =(X( wo) 和 oOU(Ca<g %) 筷 b) 及 第 一 章 连 续 性 定理 ， 得 


Lim Fi(b,)— Fx(a) = Lim[Fi(b,) — Px(a)]= Lim P(A,) = P(#)=0 





WLimFyx (6,)= Fra), BLimFy(0)= F(a). 
7 一 >oo0 ba' 

















(3) 令 C=C(0)<-n)， 则 C23Csm， 门 ,C= ,由 连续 性 定理 : 











LimF(-n) = Lim P(C,)= P(g) =0, 则 Fxy(-%)=0; 同 理 可 证 ， Fy(w)=1。 




















定义 4.2 满足 上 述 (1)、(2)、(3) 的 函数 F(x) 称 为 分 布 函数 。 
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注 4.1: 由 此 易 知 ， 任 一 x.v 的 概率 分 布 函数 必 是 分 布 函数 ， 同 时 ， 由 测度 论 中 已 证 
其 逆 命 题 成 立 ， 即 任 一 分 布 函数 必 是 茶 一 概率 空间 上 一 rv 的 概率 分 布 函数 ， 故 对 rwv 的 
概率 分 布 函数 ， 简 称 为 分 布 函数 。 同 时 说 明 x.y 的 分 布 函数 包含 了 它 的 全 部 概率 特性 。 


由 定理 4.1 ， 我 们 可 以 用 Fx(x) 来 表达 一 些 重要 事件 的 概率 : 


全 Fx(b-0)= a 



























































| 中 
| 





1) Pla<X<b)= Fy (Db) -Fy (di (4.2) 





2) P(X=b)=PFx(b) -Fx(b-0); 
3) P(X < 人 = Fr 一 0); 

4) P(X >b)=1- Fr(D); 

5) P(X2b)=1- Fy(b-0). 


Fy (x)= P(X<x)， 还 可 改写 为 : Fy(x)= P(Xe(-%,x]) ， 这 说 明 作为 点 xe RR 的 函 


数 FAx) 可 看 作 是 区 间 (- 吕 wx] 上 的 函数 。 由 第 一 章 证 明 : 
VxeR,(X<x)e® OVvBed (XeB)e®s, 
故 对 任 一 4eB，PCX( 0)e4) 都 有 定义 。 





























例 4.1 己 知 了 的 概率 分 布 律 如 下 ， 求 其 分 布 函 数 Fx(x) 





2 0 2 
gq 2pg P 








X 
Pp 



































其 中 ptg=1 


解 : 当 x<-2 时，Fy(x)=P(X <x)=P(X <-2)=0, 
当 xE[-2, 0) 时 ，Fx(x)=P(X <x)=P(X =-2)=g’, 
当 xE[0, 2) 时 ，Fy(x)=P(X<x)=P(X=-2)+P(X=0)=gq*+2pg, 


当 x>2 时 ，Fy(x)=P(X<x)=P(X=-2)+P(X=0)+P(X=2)=1. 


第 二 章 ”随机 变量 及 其 分 布 $5 








< 
< 
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| 4-1。 








图 4-1 











若 d.7y JU 分 布 律 为 PX =xb= peNDp>0>2Dr =1, 容 易 验 证 :Vae RR, 有 : 
k 


Fx(a)=P(X<a)= TPAX=XA)= 之 P (4.3) 


k:xp<a k:xk <a 





对 于 连续 型 ry. 的 p.4j 与 其 分 布 函 数 有 如 下 关系 : 


命题 4.1: 若 r.v.X 具 有 p.4.f, fx (4),4 eR, 则 Vx eR 有 









































Fx(x)=P(X <x)=)%, fx(t)dt (4.4) 











证 明 : 由 定义 (3.D 式 , 取 L = (-%,x)e D, 即 得 (4.4) 。 

从 概率 密度 函数 的 等 价 定 义 可 知 有 如 下 命题 : 

命题 4.2: 设 rv.X 的 分 布 落 数 为 Fy (x), 若 存在 定义 在 R 上 的 f (wu),u e R, 且 对 Vx e R, 满 足 
(4.4) 式 , 则 f(w) 是 Wp.d.f. 

证 明 : 从 略 . 


















































例 43 庆 N2，1)， 令 Y(@)=X(@)v0=max(X(w) 0) ， 求 区 四 的 分 布 函数 。 





解 : 由 题 意 知 7 了 0 当 w<0 时， 瓦 (0)= PT< 四 =0， 当 x>>0 时 





u—2 
1 
注 :P( 六 0)=PC<0)= 2(-2), 可 见 了 既 不 是 离散 型 rv， 也 不 是 连续 型 x.v. 
若 给 定 一 个 r.v.X 的 分 布 函数 F(x)， 也 就 给 定 了 一 个 r.v 了 的 所 有 的 概率 特性 。 事 实 
上 , 若 两 个 rv 天 也 它们 的 分 布 函数 相同 , 即 Ya e R, P(X <a)= P(Y < a) , 则 由 本 章 命题 1.1 


Fy(u)=P(Y <u)= DD( 





)= Bu -2) 
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可 以 证 明 : YLeB， 有 PCYeL)=P(YelL)， 这 表明 rw. 的 分 布 函 数 决 定 了 它 的 所 有 概率 特 
性 。 


8$ 条件 分 布 函数 与 条 件 密度 函数 


在 第 一 章 ， 我 们 讨论 了 条 件 概 率 ， 及 一 些 相 应 特性 ， 这 一 节 ， 我 们 将 在 条 件 概率 和 
分 布 函数 的 基础 上 ， 给 出 条 件 分 布 函数 及 条 件 密度 函数 的 概念 。 
定义 5.1 给 定 (Q,@ ,P)， 设 r.v. 了 及 事件 BE ，P(B)>0，VYxe 尺 ， 称 

















Fxp(X) Po: Xx|B) (5.1) 

















为 关于 事件 B 的 条 件 ( 概 率 ) 分 布 函数 。 若 存在 非 负 函数 ,. 负 ep (x)， 使 得 : 
vLeR: frag(Wdr= Po:X(w)eLl|B) (5.2) 
xeL 











则 称 fiqs (2Y) 为 了 关于 事件 B 的 条 件 (概率 ) 密 度 函 数 (Conditional Prob. density function 简 
称 为 cp.df)。 
例 $1 下 NOC，1)，B={To:X>2>0， 求 站 在 妃 条 件 下 的 条 件 分 布 函数 及 cp.d/.。 























解 : 当 x 和 0 时 : P(X<x| 了 对 20)=0; 当 x>0 时 : 
J Re a ps (Bx 2) 00-2)/4- B02) 
_ Br -2)- B(2) 





DO) 
当 x<0 时 , Pixs0(X) =0; 当 x0 时, Fixz0(00) =(0.9772)7124) exp(-(x -2)7/2); 
了 在 X 宇 0 条 件 下 的 c.p.4f， 可 以 取 为 : 


x<0 


ee a Q7) expCe-22 和 加 x>0 





注意 :上 例 Pyezo( 在 xz=0 的 导数 不 存在 。 











注 : 车 一 分 布 函数 F(X) 在 R 上 连续 , 且 仅 在 可 列 点 上 导数 不 存在 ， 则 它 的 p.qj. fx) 
可 取 为 : 在 F(x) 导数 存在 点 上 取 jx) = 巨 (o); 在 导数 不 存在 的 点 上 任 取 fx)= a>0 即 可 。 











若 r.v 了 ~N (2，1”)， 设 事件 4 为 (XY 宇 0)， 定义 rv.Y，Y 了 对 .7(@8)。 读 者 可 再 分 析 
一 下 了 的 分 布 函 数 ( 注 意 了 为 一 般 性 rv， 且 分 布 函数 在 0 点 不 连续 )， 并 与 前 两 个 例子 
作 以 比较 ， 以 加 深 对 条 件 分 布 及 存在 p.df 必 要 条 件 的 理解 。 
注意 : p.4f. fx(x) 表 征 的 是 随机 变量 在 某 一 点 x 处 的 概率 特性 ， 而 建立 在 条 件 概率 和 
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Pd 基础 上 的 条 件 p.df 表 征 的 是 在 给 定 事件 已 发 生 的 条 件 下 ，rv. 在 某 一 点 x 处 的 条 件 
概率 特性 。 

在 许多 理论 研究 和 实际 应 用 中 ， 通 常 关心 ry. 限 制 在 某 一 范围 内 的 概率 分 布 ， 因 此 
下 面 我 们 引入 截 尾 分 布 函数 的 定义 。 





















































定义 5.2 对 于 一 般 的 r.v.X， 称 了 在 (a<X<b) 条 件 下 的 条 件 概 率 分 布 为 的 截 尾 
分 布 函数 ， 其 中 -co<a<b<+oo。 
易 知 ， 例 5.1 实际 上 是 求 一 个 服从 正 态 分 布 的 xv. 的 截 尾 分 布 函数 。 


















































例 5.2 ” 某 种 型 号 的 电子 管 寿命 和 (以 小 时 计 ) 服从 参数 为 4=2 的 指数 分 布 ， 厂 家 

品 ， 而 从 M 的 电子 管 为 优质 品 ，M 随 顾 客 要 求 而 定 (M>4) 

现 随 机 抽取 一 个 电 知 它 为 合格 品 ， 求 其 是 优质 品 的 概率 (此 概率 是 M 的 函数 )。 
解 : ”本 题 也 就 是 求 符 合 指数 分 布 的 x.v. 的 截 尾 分 布 函数 。 

由 于 EE(4)， 则 友 (x)= 4e “zo)， 由 题 意 4=2 














口 喧 


















































P(X <x)=1-e™*, P(X>x)=e 


PIX>M) ee 


—2(M-4) 
P(X > 4) Ct 2 








当 M>4 时，P(X > MIX >4)= 


可 见 , 对 在 从 4 的 条 件 下 仍 服从 指数 分 布 。 

在 第 三 节 中 我 们 介绍 了 指数 分 布 具 有 无 记忆 性 ， 上 例 说 明了 同一 性 质 。 

条 件 分 布 函数 和 条 件 p.dj: 在 概率 论 中 具有 很 重要 的 地 位 ， 因 为 在 实际 应 用 中 ， 人 们 
往往 关心 的 是 随机 变量 在 某 一 特定 范围 内 的 概率 特性 。 例 如 仅 考虑 男生 的 身高 变化 。 这 
相对 于 全 班 同学 的 身高 ， 就 是 有 条 件 的 ， 涉 及 到 条 件 分 布 函数 和 条 件 P.4X 的 相应 问题 。 

此 外 ， 深 入 掌握 一 维 x.v.， 对 以 后 学 习 多 维 x.v. 及 条 件数 学 期 望都 是 很 有 益处 的 。 
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在 实际 问题 中 , 我 们 往往 会 对 某 些 随机 变量 的 函数 比 对 该 随机 变量 更 感 兴趣 。 例如 ， 
在 一 些 试验 中 ， 所 关心 的 随机 变量 往往 不 能 由 直接 测量 得 到 ， 而 它 却 是 某 个 能 直接 测量 
的 随机 变量 的 函数 。 例 如 ， 我 们 能 测量 圆 的 直径 D， 而 关心 的 却 是 圆 的 面积 S = 了 7D” 5 
这 里 x.v.5 是 7.v.D 的 函数 。 

在 这 一 节 中 ， 要 讨论 的 问题 是 : 已 知 多 @) 的 概率 分 布 ， 求 它 的 函数 Y( w)=eCK 2)) 
的 概率 分 布 ， 其 中 g(， ) 是 已 知 的 一 元 实 值 函数 。 然 而 ， 对 任意 r.v.X( w)， 是 否 对 任意 一 
个 实 函 数 g(，), e(X( 2)) 还 是 rv. 呢 ?” 事 实 上 , 要 求 g(x) 为 波 雷 尔 (Borel) 可 测 函 数 ， 即 : 
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58 
对 VyeR， 有 {x:g(x)<y}e XX。 
容易 验证 ， 单 调 函 数 是 波 雷 尔 可 测 函 数 ， 逐 段 单调 函 





测 函 数 。 我 们 有 以 下 命题 : 
命题 : 设 多。) 是 概率 空 
Y(@)=g(X(@)) 也 是 概率 空 
证 明 : 要 证 VaeR,{@: 
数 ， 





可 测 函 








间 (2,@ ,P) 上 的 一 
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E，g(x) 是 波 雷 尔 可 测 函 数 ， 








间 ( 8, @ , P) 上 的 一 
g(X(@)) sale 


























2g(X(@1)) Sa X(wi)eB 











Vo e {0:g(X(@) <a} 


故 {@:g(X(@)) < a}={@:X( 
即 Y(@)= g(X(@)) 是 概率 空 











@) eB}; 














下 面 ， 我 们 讨论 儿 个 
































随机 变量 。 
2 ={x:g(x) <a}, 
故 Be 六 。 下 证 {8:g(X(@)) <a}={@0:X(@)eB}: 
Vol e {0:X(w)eB} 
于 是 {@:X(@)eB}e® 
司 ( 2, @®, P) 上 的 一 个 随机 变量 。 
有 体例 子 。 











于 g(x?) 是 波 雷 



























































例 6.1 设 d.r.v. 分 布 律 如 下 ， 求 天 和 +1 的 分 布 律 。 
> -1 0 1 2 
P|2IS 315 5315 4/15 1/15 
解 : 了 所 有 可 能 取 值 为 1，2，5， 故 : 
PT=1=PE +1=1}=P{X=0}= 言 = 
P{Y =2}=P{X? +1=2}=P{X=D}+P{X=-]}= 圭 + 言 = 码 
P{Y=5}=P{X? +1=5}=P{X =2}+ P{X=-2}= 吉 + 言 = 
则 了 的 分 布 律 为 : 
7 | 1 2 5 
P |13 715 1/5 
例 6.2 设 rvX~N(0,1) 求 : 瑟 了 的 pdf。 
解 : 设 了 的 分 布 函数 Fy (y)=P(Y<y)。 由 于 天 系 关 0， 故 y<0 时 ，Fy 4)=0; 
当 y 宇 0 时 ， 
PlY Sy =P < y= PCY SEXED = fx Cd 
用 六 网 = je 然后 对 ?了 求 导 ， 即 得 天 它 概 率 密度 函数 为 : 
SA 
fr =e ?1,0) 
此 时 称 了 服从 自由 度 为 1 的 卡 方 分 布 。( 见 第 三 章 练 习题 3.30) 





/7 
波 雷 人 小口 


{0:g(X(@))<ale®s 


可 


则 


雷 尔 
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例 6.3 设 rv.XX~U(0,1)， 求 天 @109) 的 概率 密度 函数 (其 中 B71(x) 是 标准 正 态 分 布 
函数 (x) 的 反 函 数 )。 





解 : 先 求 天 OO 的 分 布 函数 严 ; OP( 入 六 注意 入 UC(0,1), 故 有 Fy)=P(Y<y)=P( 








O09)PAEDON -BO) HY ~ N01), 得 YBSp.d.fAfy(y) = p(y) = ee : 





可 知 ， 由 服从 (0,1) 上 均匀 分 布 的 r.v.XX ， 经 变换 EEC 得 到 rw7~ N(01) ， 这 为 产生 


服从 正 态 分布 的 rv. 提供 了 一 个 途径 。 
以 上 三 例 都 是 直接 求 其 分 布 律 或 分 布 函数 。 这 种 解法 可 简称 为 “直接 法 ” 它 的 关键 
在 于 事件 的 转化 ， 即 如 何 将 r.v.Y 表示 的 事件 转化 为 r.v. 了 表示 的 事件 。 
例 6.4 设 rvXY~N(C2o)， 试 证 明成 的 线性 组 合 天 aXtp (a 冯 0) 也 服从 正 态 分 布 。 
解 : 先 求 了 的 分 布 函数 ， 即 需 将 事件 1o: ZK<y } 转化 为 r.v. 了 表示 的 事件 。 

























































































先 设 a>0， 
p y-b GAO 
Fy)=PY SH=PlaX+bs =P }= | Se 
Cp) (7-6-ap) 
a ee —%<y<+% 
a V2X0 V2rao 
对 a<0: 
aA 
光一 b 9 1 ON 人 
P(Y < PlaY +b< P(X > 1 e 20° dx 
(Y < y)=P( y)=P( 人 | 
对 y 求 导 得 : 
1 _(y-b-an)” 人 y 
一] e 24 

故 天 aXtb~Nau+b,，ao”)。 

可 见 rv. 了 仍 服 从 正 态 分 布 ， 其 参数 为 a4+b 和 a?o 
结论 : 服从 正 态 分 布 的 随机 变量 的 线性 函数 也 服从 正 态 分 布 。 

还 可 以 采用 “ 微 元 法 ” 求 函数 的 概率 密度 函数 ， 在 本 章 第 三 节 ， 我 们 曾 提 到 微 





























元 法 的 依据 ， 即 : 当 广 0O) 在 > 连续 时 ， 有 ; 
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a 
这 里 也 可 以 应 用 这 种 关系 ， 对 例 6.4 求解 。 
例 6.5 题 设 同上 例 。 
解 : 用 微 元 法 。 先 设 a>0: 
Yh > 0,h 充 分 小 ， 则 


Pl(y<Y<y+h) 
h 


















































Pl(y<Y<y+h)=Py<aY +b<y+b)= PC <Xs + 站 = fx :2 +o) 
故 : 
fy yb sh 
_ JPO<7<SYT+T 有 _ a aa_ ro 1 
fy (»)= Lim Lim | 
本 2 
(QU 
V27G 0 2(ao) 
当 a<0 时 ， 
-Db ph bh h 
Me SR SX 0 J a) 
_[y-(autb) 
2(ao) 





1 
Rn 


得 Y=aX+b~N(au+ blao)) 8 














例 6.6 设 电压 碟 4sin 9， 其 中 4 是 已 知 的 正常 数 ， 相 角 0 是 一 rv.。 0 一 上 0, 7)， 
试 求 电 压 广 的 概率 密度 。 

解 : 用 微 元 法 。 
Vyve(0,z) 取 有 20 充分 小 , 使 V+ he(0,7x) 
P{y<V<v+h}=Pty<Asin0<v+h} 



































= P{arcsin 3 <0 < arcsin 二分 + P{x -arcsin " 0<x—arcsin?} 





























= 二 (arcsin 党 arcsin 二 ) 十 上 (arcsin 党 arcsin  ) 
会 熙 且 了 于 ;1 V+h 2 1 1 
由 台 筋 展开 : arcsin “7 = arcsin + :—.:h+oh) 
v2 4 
I 
元 1 
因此 有 : P < 六 <y+ 用 = 二 .一 一 一 .7+o( 仙 
a 42 -v2 
P<V<v+h) 2 





所 以 fy 0 = Lim 
h—0 


h ny Dy 
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2 


一 -一 一 4<v<4 
因此 万 所 =1 
0 其 它 














例 6.7 设 庆 NN(2,1”)，B={@: 从 0}。 求 X 在 了 条 件 下 的 条 件 概率 密度 函数 fg(x)。 
解 : 当 x<0 时 ，P(X<x, 她 0)=0， 故 x<0 时 ， 有 .fs(x) 二 0; 故 只 需 考 虑 x>0 的 情形 。 
对 x 过 0， 取 有 0 充分 小 ， 则 : 
P(x<X<x+h|X20)=Px<X<x+th)/PX20)=0- 62)) P(x<X<x+h) 
=62) (27) exp(-(u ~ 2)” /2)du 
= G2) 7[(C2z) 7 exp(-—(x — 2)? /2)h + o()] 
P(x<X<x+h) 
h 














=(0.9772) (2x) 1!? exp(—(x — 2)* /2) 





i = lim 
J XIx20(7) J 


故 : fxjxzo(X?) =(0.9772) 1(2x) ?exp(-(x — 2) /2)1T (0x0) 























例 6.8( 柯 西 分 布 ) 设 rw9~U(- 了 ,了 )， 令 Z=rig0 (其 >0 为 常数 ), 试 求 Z 的 


pd.f.。 
解 : 注意 到 Z=rtg0 是 单调 增 函 数 ， 因 此 Vxe(-%,%)， 





























1 
P(Z<x)=P(rig0 <x)= P(g0<2)=P( -TL<0<arcte)=— (arcts +) 
r 2 r x 产 也 

1 x 1 

三 一 arctg 一 十 一 

AK x 2 


1 r 


Tt r+x? 





对 上 式 求 时 可 知 : Z 的 pq 为 1/0) =-( 二 arcig + 























综 上 ， 对 于 求 rv 函数 的 分 布 函数 与 p.d/ 问 题 ， 我 们 可 以 用 “直接 法 ”或 “ 微 元 法 ” 
解决 。 读 者 要 体会 二 者 的 关键 及 实质 。 
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2.1 一 批零 件 中 有 九 个 合格 

















每 次 取出 的 不 合格 品 不 ] 
合格 品 以 前 以 取出 不 合格 品 数 的 概率 分 布 。 
然后 抛 个 数 与 角子 撕 出 的 点 数 相同 的 硬币 。 
个 数 的 分 布 列 ; 


2.2 先 搓 一 匀称 的 山 子 ， 
到 徽 朝 








(1) 求 


口 一 
品 三 个 


不 合格 品 。 安 装配 件 时 ， 从 这 批零 件 
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练习 题 







































































(2) 若 得 到 3 个 车 























微 袁 





了 放 回 ， 而 














4 取 一 个 零件 ， 直 到 取得 合格 品 为 止 。 求 在 取得 














上 ， 问 山子 掷 出 款 点 的 概率 多 大 ? 








2.3 掷 一 颗 匀称 的 鹏 子 呈 次, 设 M 与 六 分 别 表 示 所 得 点 子 的 最 大 值 与 最 小 值 , 求 :PCOn=2， 


M=5 ), 








2.4 由 某 机 器 生产 的 螺栓 的 长 度 lcm2 服从 参数 为 x=10.05， 











长 度 在 范围 








0=0.06 的 正 态 分 布 ， 规 定 


10.05 土 0.12 内 为 合格 品 。 求 一 螺栓 为 不 合格 品 的 概率 。 
2.5 已 知 Po-N(22) ， 求 PG<X<9) 





2.6 点 随机 地 落 在 














的 横 坐 标的 概率 密度 。 
2.7 设 对 的 分 布 函数 Fo 是 连续 函数 , 则 了 =F(2O 服 从 U(0,1)。 











2.8 抛掷 一 枚 分 了 


2.9 从 一 副 扑 死 牌 














2.10 甲 、 乙 二 人 


























投 馆 
] 区 上 崔 ， 








投 











(1) 二 人 投 














2.11 设 了 对 服从 











2.14 在 一 次 核反应 中 某 个 粒子 可 能 分 裂 为 2 或 3 个 粒子 或 不 分 裂 ， 这 三 种 可 能 性 


! 心 在 原点 、 





E 径 为 R 的 











和 6， 直到 出 现 “ 国 





微 朝 

















圆周 上 , 并 








对 弧 长 是 匀称 地 分 布 的 , 求 落 点 





”为 止 ， 求 抛掷 次 数 的 概率 分 布 。 











! 发 出 5 张 ， 求 其 中 黑 桃 张 数 的 概率 分 布 。 





! 的 概率 分 别 为 
! 次 数 相等 的 概率 ; (2) 


0.6，0.7， 今 各 投 2 次 ， 求 : 
甲 比 乙 投 中 次 数 多 的 概率 。 





























松 分 布 ， 已 知 PK=71) =P(X=2)， 求 P(X=4)。 
2.12 设 对 服从 泊 松 分 布 (参数 为 4)， 问 : 无 取 何 值 时 ，PCK=K) 为 最 大 ? 
2.13 设 X~B (n, p)。 问 : 大 取 何 值 时 ，P (X=k) 为 最 大 ? 











相应 





的 概率 分 别 为 p,,p3 和 lp, ， 新 粒子 的 分 裂 性 态 是 相同 的 (与 老 粒 子 也 相同 )， 并 且 
分 裂 结 果 彼 此 独立 。 求 两 次 反应 以 后 粒子 总 数 的 分 布 。 
2.15 设 随机 变量 的 概率 密度 为 (Xx) = Cxlooa，， 求 : (1) 常数 C; (2) 对 落 在 区 





间 (0.3, 0 


.7) 内 的 概率 。 











2.16 设 X~N(1,0.2*)， 求 : (1) P(X >0); (2)P(0.2<X<1.8)。 


2.17 设 XY~U 


-oo<J)<+oo， 称 了 是 服从 Cauchy 分 布 的 随机 变量 。 





- 朱 , 季 )， 证 明 ; 了 =tan 匀 的 概率 密度 函数 为 fy(y)=(x(1+y ))”， 
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2.18 设 随机 变量 成 的 概率 密度 fxc) 为 : 
































1 7 xX, 0<x<l; 
iE _1<xx<li 

C1 3 9) f=12-x 1<x<2. 
0, 其 他 ， 0, 其 他 。 





























™ 
o 


分 别 求 出 蕊 的 分 布 函数 已 人 )， 并 作出 〈2) 中 的 fy 与 F(X) 的 图 

2.19 设 zy 筷 服 从 参数 为 尼 (0<p< 轧 的 几何 分 布 , 而 XY Ge(p),VI e N，, 求 在 X 三 1 条件 

下 的 条 件 分 布 律 。 

2.20 设 kvX 只 取 非 负 整 数值 ， 若 对 任意 1,ke No, 有 P(X>I1+KkIX>Kk)= P(X>7)， 
试 证 : 了 服从 几何 分 布 。 

2.21 设 连续 型 rv 对 的 分 布 函 数 下 (x) = P(X <x)， 试 证 : rv 了 = 了 (XX) 服从 均匀 分 布 


















































U(0,1)。 
2.22 称 xvXX 服 从 威 布尔 分 布 (Weibull distribution)， 若 它 的 p.df 为 : 


f(x) = amx” 1! exp(-Qx”) xX> 0,0 > 0,m >0〔 此 分 布 在 可 靠 性 理论 中 常用 )。 











— 














试 求 F= 钱 ”的 pqf。 


2.23 Fo 是 一 分 布 函数 ， 定 义 : Vy e (0,D),F 1(y)=sup{x :F(X)<y。 已 知 VxER,， 




















ye (0.D 满足 (FA1(y) < xj (其 充 要 条 件 为 (y < 严 CoD) ， 对 此 事实 有 兴趣 的 读者 可 
作为 练习 加 以 证 明 。) 试 证 : 车 ~U(0,1)， 则 了 = 五 7(x) 的 分 布 函 数 为 F(x) 。( 此 
结果 在 随机 模拟 中 有 重要 应 用 。) 


2.24 设 xvX~U(0,1), 令 了 = 一 X1In 对 ， 其 中 和 > 0 为 常数 , 求 了 的 p.df。 















































2.25 设 rvX~N(0,17), 求 Y= 了 XR? 及 Z=VY 的 pdf。 





2.26 设 rvX~Ex( 4)， 给 定 太 0， 求 工 在 (XY 尖 D) 条 件 下 的 条 件 概 率 密 度 函 数 。 
、 A 加 pa < 

2.27 设 xvY~U[0,1]， 令 = 545 (Br ) Tara 0: 求 : 

分 别 求 互 ,到 的 分 布 律 ; 

(2) 了 的 分 布 律 ; 





志 








(3) 卫 在 给 定 卫 =1/2 下 的 条 件 分 布 律 。 
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2.28 设 rwX~B(n,p)， 试 用 示 性 函数 的 线性 组 合 来 表示 rvX。 
2.29 设 rwY~Po( 4)， 试 用 示 性 函数 的 线性 组 合 来 表示 rvY。 


2.30 设 一 批 电 子 元 件 某 指标 X~N(50,1”)( 设 批量 为 )， 按 质量 要 求 : 当 |X 一 50|< 2 












































为 合格 品 ， 否 则 为 次 品 。 求 将 产品 中 不 合格 元 件 全 部 剔除 后 , 剩 下 元 件 指标 的 p.d.。 
2.31 某 批零 件 强度 ~ N(48,2”)( 设 批量 为 )， 若 于 > 46.32 ， 则 此 零件 为 合格 品 ， 


否则 为 次 品 。 制 定 抽验 方案 如 下 : 第 一 次 任 取 3 个 ， 若 3 个 都 合格 ， 则 接收 该 批零 

件 ; 若 至 少 有 2 个 次 品 ， 则 拒 收 该 批 ， 和 否则 再 抽 第 二 次 ， 也 是 3 个 。 重 复 上 述 步 又 
直至 作出 接收 或 拒绝 决定 为 止 。(1) 求 第 一 次 抽验 3 个 而 接收 该 批零 件 的 概率 及 第 一 
次 抽验 而 作出 决定 的 概率 ; (2) 求 通过 抽验 接收 该 批 产品 的 概率 ; (3)i 记 WN 为 直至 作出 
决定 的 抽取 次 数 , 求 NN 的 分 布 律 。 

2.32 设 某 电子 元 件 在 工作 时 ， 其 两 端 电压 V~N(220,400)。 当 Ve[200,240] 时 ， 其 失效 
概率 为 0.05; 当 <200 时 ， 其 失效 概率 为 0.10; 当 态 240 时 ， 其 失效 概率 为 0.50， 
求 : (1) 此 元 件 的 失效 概率 ; (2) 当 元 件 失 效 时 ， 电 压 超 过 240 的 条 件 概率 。 
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上 一 章 , 我 们 研究 了 单一 的 随机 变量 , 引出 了 刻 划 它 的 概率 特性 的 若干 概念 与 性 质 ， 
从 而 使 描述 随机 现象 变 得 清晰 而 简洁 。 但 是 在 许多 随机 试验 中 ， 每 次 试验 的 结果 需 用 几 
例如 ， 考 察 一 次 射击 的 弹 着 点 ， 需 用 两 个 量 ( 纵 、 横 坐标 ) 表 示 。 又 如 ， 考 

一 个 “服务 台 ” 的 情况 ， 需 同时 考察 每 个 “顾客 ”到 达 时 刻 、 等 待 时 间 和 被 服务 的 时 
等 等 。 这 样 对 于 每 个 样本 点 , 试验 结果 必须 用 一 个 随机 向 量 (X1(@),X%(@)).…,X,(@))eR” 
来 表示 。 对 于 这 样 的 随机 向 量 , 不 仅 要 研究 各 自 的 特性 ， 又 要 研究 它们 之 间 的 各 种 关系 ， 
后 者 有 时 尤为 重要 ， 因 此 需 将 它们 作为 整体 来 研究 。 

定义 :” 称 概率 空间 ( 8,®,P) 上 n 个 随机 变量 子 ,克成 的 整体 C ,五 ,.…, 训 ,) 为 n 维 
随机 向 量 ， 也 称 n 维 随机 变量 。 

上 面 的 例子 中 炮弹 的 弹 着 点 就 是 一 个 二 维 随机 向 量 ， 而 考察 前 n 个 “顾客 ”相继 到 
达 时 刻 ， 则 是 n 维 随 机 向 量 。 

在 本 章 中 ， 我 们 将 对 多 维 随机 向 量 (以 二 维 为 主 ) 进 行 研究 ， 给 出 它 的 一 些 研 究 方 法 
和 性 质 。 















































































































































































































































81 离散 型 随机 变量 及 其 分 布 


1 联合 分 布 律 
定义 1.1 给 定 ( 2,@B,P)， 
(1) 若 对 = (Xi,,,…, 了 站, ) 每 一 个 分 量 都 是 离散 型 随机 向 量 ， 则 称 X 为 n 维 离散 型 随机 
变量 。 
(2) 若 二 维 离散 性 随机 变量 (% 了 六 可 能 取 值 为 iy),ij EN; 则 称 
{py =P(X=x,Y=))),i, jeN} 


为 CC 的 联合 分 布 律 ， 简 称 分 布 律 。 
定义 可 知 二 维 离 散 型 随机 变量 (CX 的 联合 分 布 律 具有 以 下 性 质 ， py>0; 
允 瑟 Py =1。 并且 具 有 上 性 质 的 任何 数 集 tpys J-12 .} 均 可 作为 某 二 维 离散 型 随机 变 






























































最 的 分 布 和 
2 边缘 分 布 与 条 件 分 布 
为 简单 计 ， 只 讨论 二 维 d.r.v. 的 情形 ， 多 维 情形 的 定义 和 结论 完全 类 似 。 






































| comment: 
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定义 1.2 设 (X,D 的 联合 分 布 为 P((X, 了 )= (xi,y)))= PhD7eNN 


(1) 称 P(X=xi),ie N 为 X 的 边缘 分 布 ， 称 P(Y=y;),jeN. 为 了 的 边缘 分 布 。 





(2) 车 PCYY=yj;)>0,jeN, 称 P(AX=xi|7Y=yj),ieN， 为 关于 (7=y;) 的 条 件 分 
布 。 


易 知 : P(X=xi)= Zpy i ks ° 
-= i= 





























例 1.1 袋 中 装 有 2 只 白 球 ，3 只 黑 球 ， 分 别 进行 有 放 回 及 无 放 回 的 抽 球 ， 设 
ei 第 一 次 抽出 白 球 1 第 二 次 抽出 白 球 
0 第 一 次 抽出 黑 球 第 二 次 抽出 黑 球 


分 别 求 (%, 妨 的 联合 概率 分 布 及 边缘 分 布 律 。 
解 : (1). 作 放 回 抽取 ， 第 一 次 抽取 和 第 二 次 抽取 是 独立 的 


“.P{X=x,7=y,)=P{X =x,}P{Y = ybi=1,2;j=1,2 































































































































































































列表 如 下 : 
Y\X 0 1 P{Y = y,} 
3 3 2 3 3 
0 es 3 本 
5 5 5 5 5 
1 De 这 .这 
5 
P{X =x,} 3 3 / 
(2). 做 无 放 回 抽 取 ， 列 表 如 下 : 
Y\X 0 1 P{Y = y,} 
0 六 人 2 
5 4 5 4 5 
1 忆 2 四 
5 2 5 
P{X =x,} 本 本 / 
我 们 看 到 ， 放 回 和 不 放 回 两 种 抽样 方式 ， 尽 管 联合 概率 分 布 不 同 ， 但 边缘 分 布 却 是 一 至 























的 。 
3， 和 、 差 、 积 、 商 、 极 大 、 极 小 
二 个 离散 型 随机 变量 CXZo),Zow)) 那么 它们 的 和 、 差 、 积 、 商 ， 极 大 值 与 极 小 值 


否 是 随机 变量 ? 回答 是 肯定 的 。 











PF 


















































第 三 章 ” 多 维 随机 变量 及 其 分 布 


命题 1.1 设 (X.) 是 定义 在 ( 8，®，P) 上 的 二 维 离 获 型 随机 变量 





则 (QD)X+Y，(2)X -了 ，(3)XY，(4)XWY( 取 0)，(5) 和 YY， (6) XAY 均 是 离散 型 随机 变量 : 
证 明 :” 设 d.rwv .(%,) 的 分 布 律 为 : 





P(X=x,Y=y))= py>0,(i,jeN) 


则 Vae R(xi,yj),ijeN 有 : (X=xi)eD，(7Y<a-xi)e 中 ， 中 为 0 一 域 ， 故 : 





(X+YS0)=U(X=x,Y sa-xi)e,, 
类 似 地 ， (X-Ys0)=U0=y),X sa+tyj)e®, 
J 


(KTS Ux,YSax)U YU (Cr 7> 人 二 )e@， 


i:xi>0 ixi<0 Xi 


当 xv. FON {XID Sa)= U =p XS)y U f=y;,X2a}e®, 
J:yj>0 J:yj<0 





{XVI)<al=(X<arY<ae®D, {(XAY)>a=(X>a,Y>a)eD, 


例 1.2 设 离散 型 r,v.(X,D 的 联合 分 布 律 如 下 : 
(%,7) (1,1) (1,2) (1,3) Q2,1) (2,2) (2,3) 





2 Ms fg Ys Mg 人 248 
求 (1)X+Y 的 分 布 律 ，(2)XvY 的 分 布 律 


解 (1)X+Y 的 可 能 取 值 为 2~5， 
P(X+Y=2)=P(X=1,Y=1)=1/1%, 











P(X+Y=3)=P(X=1,Y=2)+P(X =2,7=1)=8/18 











P(X +Y=4)=P(X=1,Y=3)+ P(X =2,Y=2)=7/18 





P(X +Y=5)=P(X =2,7=3)=2/18 故 














(2) XVY 可 能 取 值 为 1,2,3， 











P((XvY)=1)=1/18, P(X vY)=2)=8/18, P((XvY)=3)=5/18 . 
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3 离散 型 rw 的 独立 性 


这 里 只 讨论 三 维 情 形 ，n> 4 情形 完全 相 类 似 。 
定义 13 设 (有 了 2) 是 三 维 离散 型 随机 变量 ， 联 合 分 布 为 


P(X=Xi,Y=yj,Z=24)=pyr’ij,keN; 若 Vi,j,keN 均 有 
























































P(X=xi,Y A zx)= P(X=x)PY yp))P(Z=24) 


则 称 &z.v(ZZZ 相 互 独立 。 
以 下 略 举 它 的 若干 性 质 。 
命题 1.1 设 d7v 系 了 Z 相 互 独立 ， 则 




















(1) Vi,j,keN, P(X=x|Y=y;)= P(X=xi)’ P(X=xi|Z=21)= P(X=xX;); 














PY yj|Z zx)=P(Y yp7)’ P(X Xxi|lY yi,Z z£)= P(X =x;) 












































(2) 和 X 土 辣 2 竹 立 ,好 李 分 别 与 2 独立 ,区 2 +72 与 Z2 相 互 独立 。 
证 略 。 留 给 读者 作为 练习 。 
以 上 只 列举 了 成 ZZ 相互 独立 的 部 分 性 质 ， 读 者 有 兴趣 的 话 ， 可 进一步 列 出 其 它 性 


















































8$2， 连续 型 随机 变量 及 其 概率 密度 


1 联合 概率 密度 函数 


定义 2.1 给 定 ( 8,®@B,P)， 若 3f(x1,.…, Xn)>0, 对 VB e 区 ”, 有 




















P(@:X(w@)eB)= 所 


则 称 X(w) 为 n 维 连续 型 随机 变量 ,fxrj,.….,xj) 为 用 @) 的 联合 概率 密度 函数 , 简 记 为 j.p.4df。 
































这 里 着 重 讨论 二 维 情 形 ，n 维 (n>3) 情形 完全 类 似 。 
二 维 rvs (XD 的 j.p.df ftx;y) 具 有 以 下 性 质 : 
(1) 非 负 性 : f(x,y)>0; 



















































































(2) 规 一 性 : [> fw ydxdy=1:; 
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(3) 设 GEB 是 xOy 平面 上 的 一 个 区 域 ， 点 (KD) 落 在 G 内 的 概率 为 : 
P{X,Y) eG}=J] f(x, yaxdy 
G 



































儿 何 上 的 值 等 于 以 G 为 底 ， 以 z=f (xy) 为 项 面 的 柱 体 体积 。 其 中 B? 为 二 维 Borel c- 
域 。 











P(x<X<xt+h,y<Y<y+h,) 
hh 


(2.1) 





/f(x,y)= lim 
万 一 0 


h,—>0 








利用 (2.1) 式 ， 求 (&,D 的 j.p.4f.。 此 法 称 为 微 元 法 ， 详 见 本 章 $6、87 及 第 六 章 等 。 





2 边缘 密度 函数 

对 于 二 维 随 机 变量 (和 刃 ， 其 分 量 XX 或 的 密度 函数 称 为 边缘 密度 函数 。 
我 们 有 : fx(x)=[% f(x,y)dy 。 
证 明 : 因 VBe &， 





























PC eB)= /Cdrdy= | CI FO Da), 


XxeB 一 oo 


























1 上 一 章 p.4.f 定义 可 知 % f(x, 为 X* 的 密度 卫 数 。 


例 2.1 二 维 随机 变量 (7) 在 GR ={(x,y):x2 +y?<R2} 上 服从 二 维 均匀 分 布 ， 

















1 、 
即 f(x, y) R02?) 求 fx (x), fy (y)。 


解 : 由 边缘 分 布 的 性 质 : 


汉中 > R 时 fx(x)=0; 











+ az 1 2 RI x 
RYN fx = fy | = 
和 rr th 7™h 





2 R22 
即 ; fr Wn 


三 2VR- —y” 
同 理 可 求 人 o 








由 此 可 知 ， 联 合 分 布 为 均匀 分 布 ， 边 缘分 布 未 必 也 是 均匀 分 布 。 
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3 二 维 正 态 随机 变量 
定义 2.2 ” 若 二 维 随机 变量 C5, 名 ) 的 j.p.4f 为 : 
1 
f(x1, X2) 二 


2z01or fl- p? 
| 和 ;| 











20-p)| of 0102 02 
































其 中 4 ,12,01,02,P 都 是 常数 ， 朋 ol >0,o，>0,-1<pz<l 。 则 称 (Xi， 有 b) 是 参数 为 

















正 态 随机 变量 。 简 记 为 : 








(11, 12307 ,02,p) 的 二 维 











(人 0 Yo) ~N(1,12,07,07,p) 六 




















命题 2.1 设 (Xi, 台 ) 为 如 上 二 维 正 态 ， 则 Xi ~ N(14,04 ,1<k<2。 
解 : 
f (x1,x2)= 1 exp = 中 (m1) 2p (mx ) | ee -(m A) | 


2x0oi0, yl-p’ 2(1-p’) or O102 02? 
Ga 
1 -A 1 | 03 
S exp : -exp x2 1H2)-PpE (mA 
Var | 207 | V 球 co? ri ) a ) 


由 边缘 p.4f 与 联合 p.df 的 关系 有 fx Ge1)= | ffxi,x2)dx， 




















令 ; -04-p2) Yofe, -pa)- poozom (x1 一 M4)]， 则 有 : 
i 2 i 
7 20 te 1 Sy 1 20 
I ep pe ’ 
(2.3) 
-2-12) 
同 理 得 : fx, (x2)= 2 而 马 的 边缘 分 布 为 一 元 正 态 分 布 (1<k<2 )。 
V2zc， 
由 这 个 命题 知 ， 二 维 正 态 分 布 的 两 个 边缘 分 布 都 是 一 维 正 态 分 布 ， 且 都 不 依赖 于 参 
数 p 。 这 说 明 单 由 关于 如 和 天 的 边缘 分 布 ， 一 般 是 不 能 确定 名和 天 的 联合 p.df。 说 
明 联 合 p.4f 所 反映 的 信息 ,不 仅 反 映 各 自 的 特征 信息 ， 还 包含 着 二 者 之 间 某 种 关系 的 信 
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83 ”联合 分 布 函数 


1 联合 分 布 函 数 








定义 3.1 设 (& 也 为 二 维 随机 向 量 ,， YGoy)eR 称 Foy)=P( 0:XS%,Y< 力 为 二 维 随机 
向 量 (%, 了 的 联合 概率 分 布 函 数 ， 或 称 为 (% 了 的 联合 分 布 函 数 。 

对 于 二 维 x.v. 的 联合 分 布 , 可 给 出 其 几何 解释 , 若 将 二 维 x.v.(%, 了 D 视 为 一 个 平面 上 的 ” 
随机 点 ”的 坐标 , 则 FQ,y) 的 函数 值 就 是 随机 点 (&, 也 落 在 如 图 3-1 所 示 的 阴影 部 分 的 概率 。 
该 概率 是 点 Gy) 的 二 元 函数 。 
基于 上 述 分 析 ,(%, 了 D 落 于 和 矩形 区 域 (如 图 3-2 所 示 )[x1<x 三 加 y1< 三 乃 | 的 概率 为 

P( oO:x1<XE Dp<YE FD, pF 1)-F ,DD)-F( By1) 


7 
Le 
2 2 
隐 pe 
































































































2 图 3-2 











分 布 函数 FQ,y) 具 有 以 下 的 基本 性 质 : 
(1) ”F(xy) 是 变量 x 和? 的 单调 不 减 函数 ， 即 











Vy eR xy > x1, MF (x2,y) F(x,y); VxeR’;: Ey > y1, MF (x,y2)2 F(x,y1) 
其 图 形 注释 如 下 : 
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EDJ=POSX7 7 了 <J 功 =PUK<Sx7< 坟 jp <X<x,Y<y) 


=PC <xiY < y+PrE1<X <x,Y < FC 


€ 





因为 P=P+p， 且 pz>0, 所 以 p>p1) 





Q2) 0<sF6p) <1, lim Fy =0;1lm Foy) =0;1m Foy) =1 
X 一 > 一 oo 0 光一 十 00 
了 一 +oo 
G) Yxrsx2,sy2 :有 Fr 2)-FCc 871) -FX yp2) + PX, 71)>0 
证 明 : 


左边 =P(X <xy,Y<y)- P(X <xy,Y Sy1)- P(X SX,Y Sy )+ P(X SxI,Y <y1) 
= P(x1 <X < xXx,y1 < 了 了 <)2) 


= (% 妨 落 在 图 3 -4 所 示 的 阴 景 
































3 影 部 分 的 概率 >0 





(4) ”对 于 vxeR，F(x,y) 关 于 yy 右 连 续 ， 对 了 


于 VyeR，F(x;y) 关 于 x 右 连 续 。 
证 明 : 类 似 于 一 元 分 布 函 数 右 连续 的 证 各 。 
2 边缘 分 布 函数 


























3 

温 

十 
这 


定义 3.2 设 二 维 随机 变量 (X%,7 的 联合 分 布 函数 为 F(x,y), 而 并 和 了 都 是 随机 变量 ， 
相应 的 分 布 函数 记 为 Fy Co0, 玉 0O)， 依 次 称 为 工 和 了 的 边缘 分 布 函数 。 简 称 边 缘分 布 。 
易 知 : 
Fx (2)=F(x,+%); Fy(y)= F(t%,y) 


(3.1) 
3 分布 函 数 与 密度 函数 的 关系 
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若 (CY,D 具 有 jp.df f(xy)， 则 V(x,y)e R?， 其 联合 分 布 和 了 针 的 边缘 分 布 为 





Fx,y)=, Po fluvdudy, Fy(x)= Pf (u,v)av)du (3.2) 

(3.2) 式 给 出 联合 分 布 、 边 缘分 布 与 密度 函数 的 关系 。 可 应 用 于 已 知 密度 函数 ， 求 其 

联合 与 边缘 分 布 。 反 之 ， 若 密度 函数 未 知 ， 如 何 去 求 呢 ? 以 下 几 个 命题 为 此 提供 略 有 不 
同 的 几 种 途径 。 















































命题 3.1 设 (% 有 的 联合 分 布 函数 为 F(xy)， 且 除去 可 列 点 (xwy) 外 ， 关外 在 








(x,y)eR*Y 上 存在 且 连 续 ， 则 (% 妨 的 联合 密度 函数 存在 ， 且 : 





O02F 
(0 7) -For (3.3) 























证 明 : 类 似 于 一 维 情形 ， 从 略 。 
命题 3.1 的 条 件 太 强 ， 可 稍 减弱 为 : 
命题 3.2 设 (有 的 联合 分 布 Flxy) 在 RR 上 连续 ， 且 除去 可 列 点 (x;y) 外 (或 除去 一 零 

















测 集 (一 维 ) 外 )， 六 存在 且 连 续 ， 则 CCD 的 jp.4f 存 在 ， 且 它 可 取 为 : 
jyOx 


























f(x,y)= SE ,V) (3.4) 









































oF a 
其 中 4 = (x,y): 存在 且 连 续 ;。 
OyOx 














证 明 : 类 似 于 一 维 情形 ， 从 略 。 




















2 
G 式 意味 着 在 不 存在 的 点 上 ， 即 当 Gg4 时 ， 取 fe)=0。 








有 时 (双飞 的 联合 分 布 事先 也 未 知 ， 可 用 下 法 求 其 密度 函数 。 
命题 3.2 




















设 rv.(X,7 了 ), 4c R*, 4 是 一 个 可 列 点 集 ( 或 0 测 集 ( 面 积 为 0)) 若 V(x, y) eR?， 
P(X=x,7 了 =y)=0, 且 V(x,y)e R* -二 极限 





























对 < 
f(x,y) = lim P(x<X<x+t+h,y<Y<y+h,) 
h,h 一 0 hih, 


存在 连续 ， 则 CD 的 jp.d/ 存 在 且 它 可 取 为 fx, D1 Oo。 





(3.5) 
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证 明 : 从 略 。 

应 用 (3.5) 式 求 f(xy)， 称 为 微 元 法 。 

微 元 法 可 直观 表述 如 下 : 为 求 fCy)， 先 求 P(x< 了 对 <x+ 有 加 ,y<Y 了 <y+h,)。 其 次 将 
上 述 概 率 分 为 二 部 分 之 和 : 一 部 分 是 与 有 久 成 比例 的 主 部 ， 另 一 部 分 是 o(h， 刀 ), 即 是 
有 户 的 高 阶 无 穷 小 ， 最 后 ， 第 一 项 中 h 如 的 系数 即 可 作为 (办 的 联合 p.a 下。 

关于 微 元 法 ， 在 本 章 86 中 讨论 r.v. 函 数 的 分 布 及 第 六 章 中 可 以 看 到 微小 元 法 的 重要 
作用 。 






















































































4. 随机 变量 序列 的 极限 表示 
本 小 节 讨 论 随机 变量 序列 的 上 确 界 (下 确 界 ) 上 极限 ， 下 极限 是 否 仍 为 r.v. 的 问题 ， 
有 如 下 : 




















命题 3.3 设 {X,,n>1} 是 定义 在 (Q, @, P) 上 的 xv. 序列 ， 则 
sup Xi,(0)=v X00), inf X, (0)= 人 人 X, (0), 
n n n n 


入 
lim sup X,, (2)=inf sup Xi(0)= 和 A(V 到 (CO)) 
n>l] k>n 


7 一 >o0 n>l] k>n 


人 
lim inf X, (@)=supinf YoO=v(A^XK(CO)) 
n> n>lk>n n>2l1 大 之 用 


均 为 rv。 
证 明 : ”Va eR, 因 





[px zol -N00)s deo 
n n 

C 
{teat >a)=NC 0) > We, 故 : finf x (0) sa}={inf Xa(0) >al < 中 
n n n n 


从 而 : lim sup XY; (@)= nap XL w| 与 lim inf 轴 (oO) =sup(inf Xi (oO) ) 均 为 随 
7 一 >o0 n21 \k>n 7 一 >o0 n21 K>7 


机 变量 ， 可 知 结论 成 立 


命题 3.4(%,n 宇 1) 同 命题 3.1 定义 。 
(1) 记 4={0: lim inf X,(@)= lim sup X, (0)| 则 4Eo@; 
7 一 >o0 Nn—>%0 
(2) 大 VYV@®9 eQY， 有 lim inf X; (@)= lim supY(o)， 则 : 
Nn—>% Nn—>%0 


X(0) slim Xs (0) slim sup Xn (0) 


三 














是 ry.。 
证 明 : (1) 4=10: lim inf X, (0)< lim sup Xa(0) 
用 一 >OO Nn—>%0 
-Ulortimintx, < <limsupX, | 
大 
I 1 
=Lj liminf 和 (oO)< 二 和 门 | imsup 和 (oO< 二 | se 
天 用 一 >OO k 1 一 >oo k 
故 4Em 








(2) 由 命题 3.3， 即 得 X(o) =lim 和 (wo) 是 rv。 











5. 随机 变量 的 离散 化 逼近 问题 
本 小 节 讨 论 对 一 般 r.v， 如 何 用 离散 型 x.v( 或 称 简单 函数 ) 序 列 的 极限 表示 问题 。 























定义 3.3: 设 (Q, @, P)，{B,1 <k<n} 是 9 的 一 个 有 限 分 解 (n>1), 及 互 不 相同 的 实 














数 {ai,1<k<n}, 称 rv， X(o)= ax14 (@) 为 简单 函数 (或 阶梯 六: 
k=1 















































注 : 这 里 定义 的 简单 函数 对 (@w9) 即 为 取 值 有 限 个 的 &ry 


命题 3.5 设 PLX(oOJ)<oo)=1 则 X(o) 为 (Q,@) 上 rw 的 充 要 条 件 是 存在 简单 函数 序 





可 











{7 (@) ,n> 路， 满足 ， 对 每 个 be Q 有 : X(o)= lim X，(w)。 
Nn—%0 




















当 卫 (@) > 0 时 , 人 > 十 可 取 为 非 负 递增 简单 函数 序列 。 














证 明 : 充分 性 ， 设 { 妃 ,> 二 为 简单 函数 序列 , 且 Vw esQ ，X(o)= lim X, (oO) ， 
n 





由 命题 3.4 知 X(@) 是 r.v。 


下 证 必要 性 : ” 先 设 XX(w)>0， 取 
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n.2"-1 大 


Xn (0)= 之 (2 1X) D2 + 1 {X00)2n) 























则 总 是 简 和 

















函数 ， 且 在 { 信 < 内 上 ，0< 针 -XX, < 一 ,而 在 信 >) 上， =7< 达 ， 
2 
当 nt 时 ， 显 然 思 ,1 ， 故 对 每 个 we 。X(w) = lim X, (@)。 
Nn—>% 


对 一 般 r.v.X(@®8)， 取 了 + =Xv0X =--(XY 和 人 0)， 显 然 卫 7, 了 ”>0， 由 上 ， 对 1 ,XY ， 














存在 简单 函数 序列 ， 了 对 ;了 ”7 庆 ， 取 XX = + 下 7 ， 则 对 每 个 EQ， 





Xi(0) >X(0) 


§4 ”连续 型 随机 变量 的 条 件 概率 密度 














因为 ( 马 尺 是 连续 型 x.v.， 此 时 对 任意 x,y，P(X=x)=0，P( 二 y)=0; 因此 不 能 直接 用 离 
散 型 >v 定 义 条 件 概率 分 布 的 方法 来 讨论 c.r.v. 的 条 件 分 布 。 
首先 给 出 条 件 是 连续 型 zy 的 条 件 分 布 函数 的 定义 : 


定义 4.2 给 定 y; 设 ve>0, P(y-e<Y<y+e)>0, 若 VxeR 
































P{X <x,y—-Ee<Y<y+e 
Bn BS a y+6} 
e207 e—>0t P{y—-e<Y<y+eé} 


存在 , 则 称 此 极限 为 在 二 y 条 件 下 的 条 件 分 布 函数 。 简称 不 关于 二 y 条 件 分 布 。 记 作 : 
Fxy(x|y) P(X SxIY=7). 














A 





定义 4.3 ”对 于 二 














佳 yx.v.(X, 了 站， 若 存 在 非 负 函 数 fxyy(x|y)， 使 VyeR，YVB ee 总， 


P(XeB|IY=y)= | AuyrCcl)ar， 


xeB 


则 称 .Ar (zl 为 开关 于 天 ?的 条 件 概率 密度 函数 。 简 记 为 cP.dX 


定理 4.1 设 低 劝 的 jd 为 /Go 若 Fe 东方 (在 点 Cry) 及 点 y 处 分 别 连续 ， 





























fy(y)>0， 则 
fre) = . Ca.1) 
fy(y) 
证 明 : 
JE [x 
~ lim, by-s [flu,v)dudv /2e 
P(X<x|Y=y)= lim 三 
sv0+ P{y-e<Y<y+e} lim Pfy Wav/2e 
Ee—>0+ 
f(u, y) e229 炒 A 已 卓 i 
= -je y)du/ fy(y)= i | ee (上 面 带 (*) 等 号 是 根据 积分 中 值 定理 ) 
-oo fy 
f(x,y) 
故 f(xXly)= 汪 一 一 。 
“ro 方 O) 
推论 1 OW= 7rGDM7O (4.2) 
推论 2 vyeR 
Da (4.3) 
证 明 : 


PY <H=T Tf vadv = | Tfyxes vhfx (wdudy 


一 00 一 00 一 00 一 00 


= J tow ae | ley 








推论 2 是 全 概率 公式 的 推广 。 
例 4.1 若 (X, 了 在 G={(x,y):x? +y* < 上 服从 均匀 分 布 ;， 即 fx,y)= 








a +32<]] 。 


求 : fy|x=x bl) 


















































解 ， 
: 当 |x|<1 时 fx(x)= | 人 1-x“; 当 |x|> 1 时 fx(x)=0 
—Vl-x? 
E 理 6.1 易 得 : fj x_, (ylx)= 3 (y),(v|<D) 
丰 + ZJ 可 Y|X=x 了 2V1-x? (lx? ,Vix ) 了 和 
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例 4.2 设 rv. 闷 U0D)。 当 观察 到 和 在 x，(0<x<1) 时 ， 数 了 是 区 间 (x，1) 上 的 
均匀 分 布 ， 求 (站 的 j.p.df。 


解 : X 具 有 概率 密度 fx (x)= Tl0cxa) 











类 似 的 ， 在 Xx 条 件 下 Y 的 概率 密度 fx (机 一 一 leond) 


由 推论 1: f(xy)= fyx Oh)fx (0)= 


Tx /(0<x<y<) 
命题 4.1 设 人 GD~ NO 2,07,07,p), 则 vxeR: 


fyxex Oh) NG + pr-),020d-p’) 











证 明 : 由 (2.2) 式 (%,) 的 j.p.4.f 为 : 











2 2 
f(x,y)= 1 | -1 ; 后 2p -tke p12) -pe) | 
2z0102 1-p? 21-p ) O1 O107 O03 


及 $2 命题 2.1 知 














由 (4.1) 式 ， 得 


2 
1 一 1 O72 
-cb 人 (4.4) 
fob V2rosyl-p? he CI C ] | 


与 一 维 正 态 概率 密度 函数 比较 ， 可 知 fx_y(y)~N(12+p 全 (x 一 p11),024-p?)》 
这 说 明 二 维 正 态 的 条 件 分 布 仍 是 正 态 分 布 。 














$5 随机 变量 的 独立 性 








在 第 一 章 中 ， 我 们 讨论 了 事件 的 独立 性 。 本 章 第 一 节 给 出 离散 型 ry. 的 独立 性 。 在 
此 基础 上 ,我 们 来 讨论 一 般 随机 变量 的 独立 性 。 
定义 S1 设 rv.(% 六 ， 若 对 V(r,y)eR*， 有 P{X<x,Y<y}=P{X<x}P{Y<y}， 则 称 忒 
和 了 是 相互 独立 的 。 
可 见 ，r.v.(D 相 互 独 立 ， 等 价 于 : VG,y)eR*，， 事 件 { 人 Xx} 与 {7 过 y} 均 相互 独立 。 
由 定义 ,不 难 证 明 以 下 命题 . 















































J 
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(1) (KX, 用) 独立， 
(2) v(xy)eR’, P(X<x|Y<y)=P(X<x), 
(3) Vy) eR’, P(Y<yIX<x)=P(Y<y). 
证 明 : 留 给 读者 作为 练习 . 
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命题 5.2 若 (%) 是 上 共有 概率 密度 函数 的 随机 变量 ， 则 下 列 三 个 命题 等 价 : 








(1) 忒 了 相互 独立 的 ; 
(2) V(x;y) eR?，fy)=fx00)fy0) (几乎 处 处 ); 


G) Vy) eR ，Jrr-y(Gc 作 = 产 CDO《〈 几 乎 处 处 )。 


证 明 : 由 p.4f: 的 定义 有 : P{X <x,Y<y}=[ 2 f(x,y)dxrdy 


(5.1) 


P(X SAPY Sp)=T fra fry) = fx fr vardy (5.2) 


先 证 (1) 之 (2) 





车厂 了 独立 ,， 即 V(x,y)eR?, PIXSXYSy}=P{XSx}P{Y Sj}; BT (5.1) = (5.2)。 





可 得 f(x,y)= fx(x)fy(y) (几乎 处 处 》 





下 证 (2) = (1) V(x,y)eR*， 车 f(x,y)= fx(x)fy(y) (几乎 处 处 ) 可 得 (5.1) 


= (5.2)， 即 P{X<x,Y 和 <y}=P{Xx}P{Y 和 <y}， 所 以 YY 相互 独立 。 以 上 证 


(2)。 
其 它 证 明 留 给 读者 。 





























明了 (1) 属 


命题 53 设 (X,Y)~ Ni pa saP,a3 ,pp ， 则 ， XY 相互 独立 的 充 要 条 件 是 : 











DO=0。 
证 明 : 由 前 面 命题 2.1 可 知 
(CU 1 CO 一 Lo 
fx( ES /fyb) pe 
x) -nu) 
所 以 fx (x): fy(y)= - 207 2 

















而 了 ,Y 相互 独立 的 充 要 条 件 且 





届 


即 V(x y) eR? 


: f(x,y)= fx(x)fy(y), Vx,y) eR’. 








8 第 = 音 多 维 随机 变量 及 其 分 布 




















1 3 所 全 CA 


-eex 十 -4) -42) 
2x010 1-p? oi | 


201” 20,7 C122 
2 2 
| a a A 2) 
2A010> 201” 20,7 











上 式 取 广 HI1,y L453 得 1 p* =1 p=0; 六 之 广 若 p=0， 易 知 V(x,y)eR?, 








f(x,y)= fx(x)fr(y) ° 证 毕 。 

例 5.2 一 负责 人 到 达 办 公 室 的 时 间 蕊 均匀 分 布 在 8~12 时 ， 即 邓 ~U[8,12] ， 其 秘 
书 到 达 办 公 室 的 时 间 了 均匀 分 布 在 7~9 时 ， 即 了 ~ [7,9] ， 且 二 人 到 达 办 公 室 的 时 间 独 
立 ， 求 他 们 到 达 办 公 室 的 时 间 相 差 不 超过 5 分 钟 (1/12 小 时 ) 的 概率 。 

解 : 由 题 设 多 的 p.df 分 别 为 : 
































1 1 
fx (0)=3 7<ra) fy 0)=370<yo) 














记 图 5.1 中 阴影 部 分 为 G= (x 一 yk 长 1/12) 门 (8<xz<12,7<y<9)， 其 面积 为 SG。 显然 题 


意 所 求 概率 为 P{( 了 ,7 了)e G} ， 而 Se=1/6， 故 


P{(X,7) eG= fy drdy= 稚 = 恋 
(x,y)eG 


即 负 责 人 和 他 的 秘书 到 达 办 公 室 的 时 间 相 差 不 超过 5 分 钟 的 概率 为 1/48。 


























5-1 








以 上 所 述 的 关于 二 维 随 机 变量 的 一 些 概率 特性 ， 容 易 推 广 到 半 维 随机 变量 的 情况 。 
定义 $S2 设 冲 成 是 概率 空间 (2;,@, P) 上 的 nn 个 随机 变量 ， 若 对 


























V(X1,***, Xn) eR"” 》 有 POX <x1…, <xn)=P(X!1 <x1)"*… PX,<xn); 则 称 且 …, 万 相互 独立 。 
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定义 $.3 设 半 个 随机 变量 马 …, 允 相互 独立 且 服 从 同一 分 布 ， 即 


Fx (x)= F(x) Vie [,n] 
则 称 卫 ,…, 娘 , 独立 同 分 布 ，(Independent Identically distributeq) 简 记 作 ii.d。 
对 于 n 维 随机 变量 ,命题 5.2 可 推广 为 : 设 连续 型 vs 局 ,总 的 P.d 分 别 为 


太太 6 则 石生 相互 独立 的 充 要 条 件 为 : 有 IT fi(x; )。 
i=] 




















5.2 证 明 类 似 ， 从 略 。 
命题 .4 而 … 马 相互 独立 ， 则 
(1) V1<k<n DX 与 ,Xi 相互 独立 ，》 XY 与 >,1X7 相互 独立 ; 

















(2) 若 Y=gi(Xi),i=1,…,n; 即 歼 仅 是 闷 的 函数 ， 则 Yi, …, 记 独立 
(3) 大 Z1=h(21, ,各 )，2Q2= 有 oA …, 避 ),1<k<n, 则 1. Zs 独立。 
1 gj(X), 三 1…,n、hi 和 h 均 为 Borel 可 测 函 数 。 

E 明 留 给 读者 作为 练习 。(2)、(3) 的 证 明 已 超出 本 书 范 围 ， 从 略 。 
了 ~ Ex(4)， 而 U= 耿 ，V=27Y,， 求 (UD 的 jp.adf。 

















其 


一 


证 明 : 〈1) 的 说 






































例 5.3 设 XY, iid. 


解 : PlU < u) = P(x? & = Plo <X< Va)so) = J eax) 二 ( -ja 


d /sry 
fu(W)= 3 PV £0)= 3 (20) 


P(V <v)= P(2Y <v)= P(0<7Y < DL.>0) =Jge ”dyl(,>0) = (1— 6 Te 


d es 
fr (= SP <v)= Fe Tw0) 


' 得 V ,7 独立 





























及 定理 5.2 : 由 站 ,7 独立 


有 四 | 
… A 


























{9 


2 
T(u>0,v>0) 








E 明 与 命题 


























定义 5.4 称 定义 在 (Q, @, P) 上 的 随机 变量 序列 {X56, n>1} 相 互 独立 ， 如 果 其 ! 


限 多 个 随机 变量 相互 独立 。 
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86 随机 向 量 函数 的 分 布 


1 随机 向 量 函 数 的 分 布 
这 里 主要 讨论 rv 的 和 、 差 、 积 、 商 等 的 分 布 。 
(1) qd.rwv. 和 的 分 布 
由 本 章 命题 1.1 知 ,两 个 Qry 的 和 、 差 、 积 、 商 . 极 大 极 小 仍 为 4.r.v, 那 么 如 何 求 其 分 
布 律 ? 举 例如 下 . 















































例 6.1 ( 泊 松 分 布 对 和 的 封闭 性 ) 设 罗 ， 有 独立 ， 外 i ~ Po( 轴 ) ,三 1,2; 证 明 : 





XI +X, ~ Po(4 +42) 。 











k 
证 因为 Vke No，( 和 +) = 月 = UCE = 总 2 = 此 - 刘 ; 及 加， 加 独立 ， 履 
i=0 


上 NM tb) 
i=0 i20il(k—i)! 





~ 44) N+h) (ty 
到 4 )e 


和 > XI +X, ~ Po(dl + 4,)。 





(2) 不 同类 型 的 二 个 r.v. 的 和 【( 差 、 积 、 商 ) 的 分 布 
命题 6.1 设 (%,) 是 ( 2, 四 ) 上 的 rv, 对 为 drv， 则 对 土 Y, 对 .了 ,对 /Y(Y 关 0) 均 是 ry.。 
证 明 : 设 铸 的 分 布 律 为 ， P(X =x;)= p;， 则 VaeRR， 
(X+YSa)=U(X=x,7Y sa-xi)eD, 


故 了 秆 了 也 是 r.v.。 


其 它 证 明 留 给 读者 自己 完成 。 






































例 6.2 设 马 了 独立 ， X~Nluc?)， P(Y=a)=p>0, P(Y=a,)=1- p=g>0; 























试问 了 H 了 是 否 具有 p.df? 若 有 求 寻 了 的 p.adf。 
解 : 注意 到 这 是 二 个 不 同类 型 的 ry. 之 和 ,了 为 dq.r.v.， 耶 为 c.rwv.， 它 们 之 和 XHY 了 是 
什么 类 型 的 rv. 呢 ?不 妨 看 Vz e R,P( 了 + 了 =z)=? 显然 
P(X+Y=z)=P(Y=a1,X=7z-a1)+ P(Y=a2,X=7-a2)=0, 
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此 时 断定 它 可 能 是 cr ， 因 而 可 先 求 其 分 布 函数 。 江 











意 到 Q=(Y=al)U(Y=a,), 
(X+Y<z)=(Y=a,X<z-a)U(Y=a,X sz-a); 义 因 XY 独立 ， 所 以 
‘P(X+Y<z)=PX <z-a)pPY=a)+P(Y <z-a,)P(Y=a,) 


上 式 两 边 对 z 求 导 存在 (Vz e R)， 所 以 和 HY 了 是 cxw， 且 是 正 态 ， 故 





fxir(2)= P(Y =a)fx(z-a)+P(Y =a)fx(z -a) 


| 


说 明 : 








(i) 上 式 fyjy(z) 是 两 个 正 态 Pdj fx(z 一 a)、fx(z 一 a5) 的 “ 凸 组 合 ”， 其 形状 如 图 

















6-1。 这 种 p.df 在 工程 上 有 着 广泛 的 应 用 。 有 兴趣 的 读者 试 举 这 种 p.d 的 实例 。 


























图 6-1 





(说 ) 请 读者 


请 读者 思考 : 若 钱 为 cr， 了 为 drwv.， 如 何 求 XY， WY ( 屯 0) 的 p.df。 














命题 6.2 设 ( 有 是 (8, 四) 上 的 rv， 则 了 二, 对 .了 ,对 /Y(Y 冯 0) 均 是 rv.。 




















证 明 : 由 命题 3.5 知 : 存在 d.rwv. 序 列 {1,, n>1} 使 了 Y, 于， 由 命题 6.1 知人 + 了 n>1} 




















是 rv.， 显 然 YweQ 有 X,+Y 了 一 人 + 了 YY， 再 由 命题 3.4 知 对 了 也 是 7 

















V.o 




















其 它 情形 类 似 可 证 ， 留 给 读者 作为 练习 。 





(3) 连续 型 rv. 和 【( 差 、 积 、 商 〉 的 分 布 
备忘录 【预备 知识 ) 
为 了 方便 读者 阅读 以 下 内 容 ， 这 里 列举 分 析 中 有 关 含 参量 积分 和 变 上 限 积 分 的 求 导 


LAN 
公式 。 









































5 i Og 、 es 、 a ¢ 
设 gG.0 二 元 连续 函数 ， 且 到 连续 ， 一 元 函数 g(1) 关于 1 可 导 ; 记 
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SO=|sConDde 5.0=]" gCoddre, 





0 = Eda ,有 (6.1) 





es 到 [ma Og(x,1) 


2 dx + g(9(1),1)9'(t) 。 (6.2) 








例 6.3 (和 的 卷 积 公式 ) 设 (XD 的 j.p.4.f 为 fxry)， 它 关于 (x;y) 连 续 ， 求 2=XHY 的 分 
布 及 p.df.。 
解 : Vz e R， 利 用 全 概率 公式 ， 易 知 Z 的 分 布 函 数 为 





P(X+Y<z)=[ PY <z—x|X=x)fx(x) dx (6.3) 


若 了 关于 让 x 的 条 件 p.df: 为 fylx (y |7) ， 由 ftx;y) 连 续 ， 易 知 fyx(y |) 关于 y 连续 ， 
故 由 (6.3) 式 两 边 对 z 求 导 ， 得 






































fer OD fre xl Wf (Wa (630 
故 
fxrr (2)= | f(x,2— x)dr (6.4) 
同 理 可 得 
fxsr (2) = f(z -yy)dy (6.5) 
荐 总 7 为 非 负 crv， 则 Vz>0 
fxry (2) = -dr (6.6) 
若 马 了 独立 ， 则 
fxrrr (2) = fx fy(z -nd (6.7) 


注 : (6.7) 式 是 也 了 独立 时 ，p.df 的 卷 积 公式 ， 记 作 fx*fy。 
若 了 了 Y 独 立 且 非 钠 ， 则 Vz>0 


fxsy (2)= fx fy (2—x) dr (6.8) 


例 6.4 已 知 久 了 独立 同 分 布 且 U(0,1), 求 X+Y 了 的 p.aqf 
解 ， 由 题 设 钱 了 独立 。 


由 式 (6.7) 有 fx (z)= [fx (x)fy(z —x)dx 



































| "7 


z—-l<x<z 


0<x<l 





























3 知 : 当 ns | 
0<z—-x<l 
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pA 














恨 图 6.2 易 得 : 

0 zz<0 或 z>2 
fz(z)= be 0<z<l1 
J ee 











0 2< 0 或 z>2 
0<zz<l 
l1<z<2 





Tt 





E 明 : 人 了 的 p.df 为 下 





例 6.5 也 了 互相 独立 ，X~N(1,o7)，Y~N(12,07)， 订 


态 概率 密度 ， 即 : 
天 + 了 ~ Nu + ,0 +07) 


I 昌 ， 


解 : 由 式 (6.7) 可 得 : 














| ae (x 二 A1) . 1 RE (z = 12) 芒 
-oo VN2A01 207 V270> 207 
see 2 2 2 2 
= 1 CE- 和 一 po) a 二 CO? Go OLZ OMI 
_w 2X010> 2lo? +c; ofo? Oo? +oF 





1 | (z— 
= exp 人 可 
Varlo? + 02) 2lo1 +o2) 


即 蕊 + 了 ~ NO + 07 +07)。 











Pz0， 即 有 了 不 独立 ， 求 二 XH 了 的 p.df:， 则 





若 (X,7)~ N(p4,07 ,HW2,02,pP) 其 ! 


有 : 


X+Y~ NO +H2,07 +07 +2p010,) 








公式 fz(z)= (wz -x)ax 及 本 章 (2.2) 式 即 可 得 到 以 上 名 














Se 








为 证 上 述 结论 ， 只 需 利 用 
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车 XX， We Na? i= 1,2,...,7 ， 上 卫 它们 相互 独立 ? 则 它们 的 和 L 二 和 十 X2 十 十 7 仍然 
服从 正 态 分 布 ， 且 有 : 












































SX -NEx $07 | 
jel fl ka 

更 一 般 的 ， 可 以 证 明 ， 任 意 有 限 个 正 态 随机 变量 (可 以 不 独立 ) 的 线性 组 合 仍然 服 
从 正 态 分 布 。 























2 随机 向 量变 换 的 分 布 


























bm 


这 





有 讨论 如 下 间 题 ， 若 n 维 xr.v. 了 =(X1,1<kz<n) 的 联合 p.df 为 fx(x)， 


X= (Xp,1<kz<n)eR"” ,如何 求 了 经 变换 ( 记 为 A) 后 的 n 维 rv.Y 了 =(Y, = gx(X),1<k<n) 
的 分 布 或 j.p.df.。 


设 变换 和 A: y=(yi =gi(X),l<k<n)e (ex) eR",xeR’,g(x)=(gr(x),l<k<n) 





对 应 的 道 变换 A'; x=(xp =h(y),1 <k<n)2(h(y)) eR",yeR’,h(y)=(h(y),l<k<n) 

















其 中 gg,hy 是 n 元 (Borel 可 测 (* 注 ) ) 函 数 。 

















记 卫 和 了 的 取 值 范 围 为 G={x: fx(x)>0,xeR”}, G’={y:y= g(x),XxeG}。 

















《一 SE 为 变换 的 雅 可 比 (Jaco 攻 行列 式 。 


yj 





命题 6.1 若 上 述 变 换 和 满足 : 
h 
(1) 变换 A: GG' 存在 唯一 的 道 变换 @@' : G' > G， 





(2) gj,hi 有 连续 偏 导 数 〈 分 别 在 G 和 G' 上 ); 








(3) 在 G 中 ，J 冯 0 (几乎 处 处 ); 





























则 nn 维 ry. 向 量 Y= (7 = gx(X),1<k<n) 人 (ge(X)) 的 联合 p.df. 为 


fry(y)= fy (AP)IIl, yeG (6.9) 
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证 :VD'cG,D'e 芭 ， 记 D=Uxz=HhOJyeDY， 则 DcGDe 当 (sy 注 ); 





显然 (Ye D')=( 和 XeD)， 故 








PY eD)=P(X eD)=) OO | /fx 0D Te 





(* 注 ) 所 谓 g(0) 为 n 维 Borel 可 测 函 数 ， 即 Ya e R, {x:g(x)<a}e 六 ”(B "为 n 维 


Borel 6- 域 (代数 ))。 





由 jp.4f 的 定义 知 可 取 fy(y)= fx(h(y)1J1,yeG' 作为 了 的 jp.df.。 

















Cex 注 ) 由 gh 可 测 ， 则 由 D'e 处" 可 得 De 名", 于 是 (YeED)=(XeD)es。 

















例 6.6 设 CV7D) iid.， 了 ~N(0,17)。 令 了 =pcos0,7Y=psin9， 其 中 p>0， 


0<0<2x， 试 求 (p,0) 的 j.p.df 及 边缘 p.df。 





解 : 令 x=rcosQ,y=rsing， 得 r=Nx?+y?， a=tg +. 又 (Fz, 有 D 的 j.p.df 为 





f(x,y)= 直 exp[-(x” + y )/2] 








Ox Ox 
而 J=| 光 人 =， 故 (p,6) 的 Jp.d 为 
Br pc 
fp0) 2)= et 和 “Lz0,0<a<27) 
而 Pp 的 p.4f 为 


fp)=re To) 


称 此 分 布 为 瑞 利 (Rayleigh) 分 布 。 
0 的 p.d.f 为 





fo(Q)= 直 TL(0zg<27) 


显而易见 ，V(r,Q) 有 fp()fo(@)= fipo(m0)， 故 ,9 独立 。 


说 明 : 


(1) 若 (%,) 表 示 射 击 弹 着 点 的 两 个 坐标 ， 则 (p,0) 表 弹 着 点 与 原点 的 























和 原点 连 线 与 x 轴 的 夹 角 。 


(2) 若 (Y,Dii.d.， 了 ~ N(0,0o7) 则 jp 是 瑞 利 分 布 。 








E 离 ，6 为 弹 着 点 
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例 6.7 
的 j.p.df。 
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设 久 了 相互 独立 , 都 服从 参数 4=1 的 指数 分 布 , 令 U=X+7, 天 278 求 (以 用 


解 : 首先 (%,) 的 jp.q. 为 : 有 


显然 满足 命题 




















得 : 


的 条 件 (D)、(2)、(3); 
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定义 7.1 给 定 (o,=,P) ， 


{Xpl<kzn} 为 n 维 随 机 向 量 。YweQ， 将 


XI1(@),…, Xi(@) 按 从 小 到 大 顺序 排列 ， 记 为 gq) (8)<X0)(@)<…<X0)(@)， 称 


(0@),…,， 革 0)(@) 为 (X1,…, 芷 ,) 的 顺序 统计 量 。 





例 : 设 一 随机 实验 是 每 次 投掷 红 白 





二 颗 骨 子 ， 记 辣 (o) ,2 (oo) 为 相应 的 点 数 。 如 





第 一 次 试验 结果 是 | (@1) =5,X,() 三:2 9 则 Xo)(@1) 二 2, X02)(01) =5; 如 第 二 





次 结果 是 XX1(@;)=1,X,(@;)=3， 则 Xa)(@2)=1, X00)(0)=3; CC vo 
显然 ， 不 仆 三 min 不 ; Xi, = X 
Do 


称 Xa) 为 极 小 量 ， Xn) 为 极 大 量 ， R, = Xn) 一 从 四 为 极 差 。 
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顺序 统计 量 在 工程 管理 等 领域 有 
件 下 讨论 。 
1 极 大 、 极 小 分 布 

















HI 
eh 


























i 应用。 本 章 仅 限制 在 {Xj,1<k<n} 相互 独立 条 














这 里 直接 利用 定义 与 事件 转化 的 方法 求 之 。 
注意 到 Vz eR 








Cen <2)= 0 <2), (Xu) aT >2z)。 
k=1 k=l 





又 由 {了 YiJ1<k< 克 相互 独立 ， 得 


于 








n 
k=1 


PCKO > 习 =TIPCr >2), 
k=1 
进一步 ， 若 {X14,1<k<n}iid.， 则 


P(X(n) <2)=(P(X1 <2))”, (7.1) 


P(X0) >2)=(P(X1 >2)", (7.2) 





以 下 是 一 个 有 趣 结果 
命题 71 车 {Xi,1<k< 几 独立 ， Xp ~ Ex(44) 1<k<n; 则 XQ)~ Ex( 交 44)， 即 : 
k=] 
(SH)z 


P(X0) 2)=(-e “I ).1z>0) 














证 : 由 (7.2) 式 立 得 。 
说 明 相互 独立 的 指数 分 布 其 极 小 量 仍 是 指数 分 布 。 











































































































极 大 极 小 的 背景 : 设 n 个 电路 元 件 的 工作 寿命 为 XX,…,  ， (Ca) 若 将 它们 组 成 一 
个 串联 系统 ， 且 系统 能 正常 工作 是 当 且 仪 当 个 元 件 均 正常 工作 ， 于 是 该 系统 能 正常 工 
作 的 寿命 为 X() = min XL; (5b) 若 将 它们 组 成 并 联系 统 ， 且 系统 能 正常 工作 是 当 且 仅 























至 少 有 一 元 件 正常 工作 ， 于 是 系统 的 工作 寿命 为 Yo) = mmax Xi 。 
<k<n 
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有 兴趣 的 读者 试 举 出 你 生活 中 出 现 的 极 大 极 小 的 例子 。 














2 (XO,Xo) 的 联合 分 布 

















这 里 仅 在 {Xi,1<k<n}ii.d. 的 情况 下 讨论 。 

















jn 


为 求 (X01), 际 (0)) 的 联合 分 布 P(X() <x, 子 (wy < 儿 ),V(x,y)e R*Y， 我 们 直接 用 事件 转 
化 分 解 的 方法 求 之 。 

分 区 域 考虑 ， 不 妨 设 入 与 六 同 分 布 。 
当 x>y 时 ， 显 然 (Xa) <x,X0) <y)=(X(w) <y)， 故 有 














PCXO Sx, Xn Sp)=PX0) SW)=PXEY)"。 





及 
当 x<y 时 ， (x<X, Xm sy)= (x< Xr <y), 有 
k=1 


P(x<X, Xn) Sy)=[P(X SY) -PXEN))。 





由 (X06) Sy)=(X0) Sx, X00) Sy U(x< Xo), Xn <7), 


BE (Xo) <x, X60 Sp)=(X0 Sy -x<XD, Xn SO。 








从 而 当 x<y 时 ， 
PEO Sx, Xn SV)=PXn) SW -P< XD), Xn £7). 
PCXO SX SW=IPXE VY -PX SH) -PXSO 
所 以 


[PCX sy xX>y, 


POK So Xi < = 
人 1 x < 





极 差 。 R = 区 一 Xa) 是 刻 划 总, oc, 取 值 波动 大 小 的 量 。 
思考 ， 如 何 求 R, 的 分 布 ? 


下 面 讨论 三 种 主要 的 顺序 统计 量 的 分 布 。 
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3 均匀 分 布 顺序 统计 量 的 分 布 














设 {X4 <k<nyiid. 且 对; ~U[0,4],(t>0)，X) ,xX 为 其 顺序 统计 量 。 











解 : 设 Kxzixz2) 为 (Xn), X02)) 的 j.p.adf， 用 微 元 法 求 之 。 因 0 < Xu) < X() <t , 显然 当 fx1,x2) 




















仅 在 0<x1<x2<t 区 域 非 零 ， 在 其 他 区 域 上 ftxix2)=0; 故 只 需 考 虑 0<x1<x2<t 的 情形 。 取 充 
分 小 />0 满足 0<x1<xith<xo<xoth<t (*) 
则 

{Xi < Xa SX +h, x <X) Sx 十 全 


有 由 (*) 式 条 件 ， 知 等 式 右边 二 事件 不 相 容 ， 故 


























2 
P(xi < 式 0 <xl + h, x < X00) < Xx TS 





因而 在 0<x1<x2<t 上 
PC < Xo) SX th,xy <Xo) Sx +h) 21 
h? 2 





f (x1,X2)= J 


2! 
f(xX1,X2)= 了 Zou<m< 


类 似 于 例 7.1 的 证 明 ， 我 们 有 
命题 7.2 设 {X1,1<k<n}yiid. 且 凶 ; ~U[0,4],(t >0)， 则 其 顺序 统计 量 的 联合 p.qd/ 











、 nl 
为 本 (7.3) 


证 明 留 给 读者 。 
作为 练习 ， 请 读者 在 n=3 时 ， 给 出 上 述 命题 的 严格 证 明 。 并 仔细 考虑 每 步 做 法 的 必 
要 性 与 根据 。 


例 7.2 n=2 时 ， (1) 令 了 = 了 0 了 = 一 了 0 ， 求 ( 也 ,万 ) 的 联合 p.QA; (2 ) 问 






































了 ,也 是否 独 立 ? 是 否 同 分 布 ? 试 证 明 你 的 猜想 。 
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留 给 有 兴趣 的 读者 完成 。) 


证 明 以 下 结果 : (初次 读本 书 的 读者 ,可 先 跳 冯 
~ UI[0,1],(t >0), Xx, Xo 为 其 顺序 统计 量 ， 


解 :〈 从 略 ， 作 为 练习 ， 


























如 读者 做 出 例 7.2， 则 不 
命题 7.3 设 {X1,1<k<nyiid. 
































则 Xa), X06) — Xa Xn) 一 了 Df 一 站 0) 个 独立 ， 但 同 分 布 。 


证 : 从 略 ， 有 兴趣 的 同学 可 作为 练习 。 





顺序 统计 量 ， 求 





4. 指数 分 布 顺序 统计 量 的 分 布 
例 73 设 癌 ; 厂 独立 ， 且 站 ~ Ex(44),(Q<hk<2)，Xi ， 碟 0 为 其 
CD , 王 o) 的 联合 Pd。 
解 : 设 (X1), X00) 的 联合 p.df 为 了 (1,b); 大 0< Xu) < X00) ? 只 需 考虑 0 < < 1 的 
旦 


情形 ， 用 微 元 法 类 似 于 例 7.1 的 讨论 可 得 : 
f(t) ) = (ehthts) 和 人 






































当 加 =4 时 ，f(t1,12)= 2 ee 











应 用 微 元 法 ， 可 证 以 下 命题 。 
其 顺序 统计 量 ， 则 


命题 7.4 设 {Xj,1<k<n}iid.| 











LX ~ Ex(4) 》 XD ,Xo 为 

















(1) (Xj,%, 半 05p) 的 联合 Pd 为 
VA GT 2 (7.4) 
(2) XXXo 一 闻 ),… ;让 0m) 一 独立 ， 但 不 同 分 布 。 
(3) Xu) ~ Ex(n4) (7.5) 
(7.6) 


参看 第 五 章 练习 及 第 六 章 有 关内 容 。 


























以 上 结果 ， 有 广泛 的 应 用 。 参 
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练习 题 


3.1 设 drwv (WD 的 联合 分 布 律 同 第 4 章 例 5.1, 求 : 
(1) 分 别 求 卫 及 了 的 边缘 分 布 律 ; 
人) 求 式 关于 瑟 i(j=1,...) 的 条 件 分 布 律 ; 
(3) 求 XY 的 分 布 律 ; 
(4) 求 X 了 的 分 布 律 ; 
(5) 求 TV 了 的 分 布 律 ; 

(6) 求 YA 信 了 的 分 布 律 ; 

(7) 求 TVT 与 YA 了 的 联合 分 布 律 . 
3.2 设 (XY，7) 的 联合 密度 为 : 

















C 
X,y)= o 
ON 
求 (1) 系数 C; 
(2) (ZX ， 7) 落 在 以 (0，0)，(0，1)，(1，0)，(1，1) 为 顶点 的 正方 形 内 的 





概率 ; 
(3) X， 了 是 否 独立 ? 
3.3 一 机 器 制造 直径 为 的 圆 轴 ， 男 一 机 器 制造 内 径 为 了 的 轴 衬 ， 设 (XY， 了 7 的 联合 密 
度 为 : 
































2500, 0.49<x<0.51; 0.51 < y<0.53. 

0， 其 他 。 

若 轴 衬 内 径 与 轴 的 直径 之 差 在 〈0.004，0.036) 内， 则 两 者 可 以 相 适 衬 ， 求 任 一 轴 - 
任 一 轴 衬 相 适 衬 的 概率 。 

3.4 设 (%,D 的 联合 p.df: 是 二 元 正 态 密 度 函 数 为 : 


1 1 
X， 二 XD; = 
Hs Rh 





/een-| 






































ul 






































(2x2 + y +2xy — 22x—14y+ 可 


(1) 把 它 化 为 标准 形式 并 指出 如,po ,az,a2,o 





(2) 求 出 fx(x) 及 fy(y); 





(3) 求 了 在 让 x 时 的 条 件 p.df。 
3.5 设 系 统 工 由 两 个 相互 独立 的 子 系统 L ，Z 联接 而 成 ， 联 接 的 方式 分 别 为 (1) 串联 ; 



































(2) 并 联 ，(3) 备用 《〈 当 系统 万 损坏 时 ， 系 统 万 即 开始 工作 )。 已 知 L， 上 ; 的 寿 
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命 分 别 为 闷 和 了 ， 相 应 的 概率 密度 为 ， fx (x) = ae-eJos0)， 




















(7y)= pe 1 ， 其 中 w>08>0w 关 AD。 试 分 别 就 这 三 种 联接 方式 找 出 系 


统 的 寿命 Z 的 概率 密度 。 
3.6 设 某 种 商品 一 周 的 需要 量 是 一 个 随机 变量 




















其 密度 为 :f(x) = zxe 70。 如 果 各 周 
的 概 

















地 





的 需要 量 是 相互 独立 的 ， 试 求 ，(1) 两 周 的 需要 量 的 概率 密度 ，(2) 三 周 的 需要 
率 密度 。 
3.7 若 忆 了 相互 独立 且 有 相同 的 分 布 WV (0，1)， 试 证 U= 了 ”+ 了 ?与 三 WY 相互 独立 。 












































3.8 已 知 关 |,…, 半 ,独立 且 同 为 参数 为 4 的 指数 分 布 ，XXq),…, 子 (n) 为 其 顺序 统计 量 : 记 





Y=X0),Y = X00) — XO) ,Yh = Xn) Xn) 


求证 ,… 了 相互 独立 。 





3.9 设 X(O) 一 N (4022)， 令 : 








36， 当 X(w)<36 
4={1@:36<X(O)<447(o)=1X(oO) TAO) ， 
44， WX (w)>44. 





Z (oO)= 和 (oO)A44。 试 求 : (1) Y(@) 及 Z(@) 的 分 布 函 数 。(2) X(@) 在 4 





发 生 的 条 件 p. a. 工 。 
3.10 设 {7,n>1iid.HP(Y,=1)=p>0,P(Y,=-1l)=1-p=gq>0， 令 XX,=0, 


























X= Ea A={X3=1),B={Xs -XI=2)。(1) 求 P(4B),P(B|A); (2) 当 





p=,4= 灼 时 ，4、B 是 否 相 容 ? 独立 ? 证 明 你 的 结论 。 


3.11 设 {X,1<iz< 风 独立， 于 的 pdf 为 J(U)1<i<nc 为 dx.r， 分 布 为 : 





n 
P(E=i)= pi>0,5p;=1, 且 6 与 {Xi,l<is<n} 独立。 SX= ElenD Xi 求 和 的 
i 二: 


pP. qf。 试 举 出 出 现 这 个 问题 的 实际 例子 。 

















大 
3.12 设 习 ,天 且 了 一 CCD) o 求 Sy 一 > X， 的 概率 分 布 。 
i=] 


3.13 设 卫 ,了 独立 ,，X~N(1,0”),P(Y=1)=p>0,P(Y=2)=1-p=g>0, 求 : 


Z=X.Y 了 的 pdf.。 





3.14 设 卫 ,了 了 独立， 对 一 N(1,o ), 了 为 离散 型 rv，P(Y = 4a)= px >0,keN, 


px=1。 求 Z=X+Y 了 的 p.df.。 
k 











3.15 {7,,,n > OViid. 








P (Y,=1)=p>0,P(Y, =0)=1-p=g>0,N~ Po(4) 有 








N 
与 {7,,n>0} 独 立 。 试 求 5= > 的 分 布 律 。 
n=0 
3.16 设 X~ 和 (10,27),Y~B(0, 上 ),X 与 7 独立 , 求 Z=X+Y 的 pdf。 


3.17 设 (X,Y)~ N(0,0,0f,02,p)， 


(1) 求 天 WT 的 p.aft; 

















(2) 当 p= 0 时 ,证 Z = XY/ YJp.d./ 为 1 (6)= a/z(e? + | 其 中 g=o10, 。 








3.18 设 了 ,了 独立 ，XY~N(1,0*),Y~G(p):P(Y=f)=(-p)™p, 


keN。 试 求 : WW=X/Y 的 pdf。 

















3.19 设 {X,,1 <i<ny iid., 半 ,一 U(0, 了 ,站 0), 站 ()，,…, 革 (为 其 顺序 统计 量 





~ 





5S, = 》 Xi，() 求 9 的 PdA (2) 求 5 的 pdf; (3) 当 n=3 时 , 求 
i=1 





的 jB47 加 当 jE3 时 ， 试 二 半 0 殉 轴 二 天 汪汪 














ft 一头 ,不 独立 但 同 分 布 。 

3.20 设 {X,,1<i<n} 独立， 且 X,~Ex(4) ”i=1,…,n。 求 : 
(1) XI 人 XY,, XI VX,,XHX, 的 pdf.; 
(2) 2Z, = XI 人 XX, 人 XX 人 … 人 XX， 的 pdf.; 


(3) 了 在 X < 外 ;下 的 cp.af; 
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(4) 卫 在 XY <X,<X, 下 的 cpdf; 


(5) 了 ,在 XX, <X; 下 的 cp.df。 




















321 设 {Yl <i< 几 独立 ， ~Ex(4) i=bn, 9,=》X,， 
i=1 
下 四 天 四 天 加 为 其 顺序 统计 量 。 () 求 XI / 六 ,的 以 大 (2) 求 (9,9，) 的 
jp.df; (3) 若 4 = 41<Si< 用 试问 :天 0 了 一 到 天国 一 区 是 否 独立 ? 





同 分 布 ? 试 证 你 的 猜想 。 
3.22 {X,,1<iz<n} 独立 同 分布 ，X ,~ Ex(4) i=1,…,n, So=0 S = 
i=] 





Vt>0, 定 义 N@D= ls an. (1D) 证 N(D~Po(WD: (2) NO 与 MO)-NO) 
n=1 





独立 否 ?(3) 求 5 在 N(1)=0 下 的 cp.qf; (4) Sj 在 N()=1 下 的 cp.4f。 





(提示 :(N(D)=)=(S, <1< Sn) 
3.23 设 {X,,1<i<n) 独立 ， ,~ Ex( 和 4) j=1…,， 廊 0 ,下 0y，…, 耻 0) 为 其 顺序 


统计 量 ，YVt > 0， Ni(D)= 2 Tn>2). (1) 求 Ni( 的 分 布 律 ，(2) 当 








n=2 时 , 求 Y@) 的 pdf. 及 XX 在 Xl XX, 下 的 条 件 p.df; (3) 求 XY 在 N,(t) =0 





下 的 条 件 p.df.; (4) 求 Xy 在 N,(t) =1 下 的 条 件 p.df。 





3.24 记号 和 条 件 同 3.23。(1) 求 X(), 头 。) 在 NN,(1) = 2 下 的 联合 条 件 p.df;(2) 当 








= 和 4>0,(1<i<2) 时 ， 试问 : X01) 与 站 sy 一 X01) 是 否 条 件 独立 ? 同 分 布 ? 试 证 
你 的 猜想 。 
3.25 设计 ，…,X,,iid.,X, ~ N(117), SE Pr, 








7=2 IO 一 ?> ，(1) 求 对 的 pdf.; (2) 求 了 的 pdf，(3) 证 明 卫 和 了 相 
互 独立 。 

















3.26 {7,,n>1iid.P(Y, =D=p>0,P(Z =0)=r>0,P(Z =-1)=g>0, 
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p+r+q=1。 令 X=0,X, = hh, A=(X;3=1),B=(X; -X=2) 


(1) 求 P(A),P(B), P(AB), P(AIB), P(A B): 


(2) 求 站 ,的 分 布 律 ; 


(3) 求 X， 在 >0 下 的 条 件 分 布 律 。 














3.27 设 了 ,处 , 同 3.26 中 定义 , 记 








T=min{fn,n>1,X,=1),T=min{n,n>1,X, =-1 或 X, =2} 





求 (1) PT = 月 ,PIT =k),Q <k<6); (2) 求 (T 和 7) 的 分 布 律 及 T 在 T>7 下 


的 条 们 





3.28 设 某 种 

















分 布 律 ， (3) 求 PCX7 =-D 及 PCX7 =2)。 


绕 有 内 外 两 层 绝 缘 。 记 外 层 绝缘 的 寿命 为 ,内 层 





色 缘 的 寿命 为 Y，(XY) 


有 联合 密度 f(x,y) =207e™?9,0 <x<y<+%0。(1) 设 U=In(9, 求 U 的 密度 


孙 数 ;，(2) 求 已 知 外 层 
层 绝缘 寿命 大 于 x, 时 ， 
































3.29 设 二 维 随机 变量 (XY) 有 如 下 分 布 : | 


() 求 max{ 有 驻 和 六 和 且 闻 的 联合 分 布 得 








(0,0) (0,1) (1,0) 
pi 0 ps 








色 缘 寿命 为 x 时 , 内 层 绝缘 的 寿命 的 条 件 分 布 ，(3) 求 已 知 外 
内 层 绝 缘 的 寿命 小 于 Jm 的 条 件 概率 。 


3 
ps 


EE， (2) 给 出 了 和 了 独立 的 条 件 。 











330 设 大 ,…, 耻 ,siid., 写 ~ N(0,17),Y~N(01?), 且 与 {Xi1<k<n 随 立 ， 记 


X2(0D= 2 X47T(n)=Y/(Y2 (mm)/mY?。 称 x?(n) 为 自 


是 自由 度 为 的 姑 分 布 。 它 们 在 数 到 























求 (1)7Z 


CO) 了 


3.31 设 |, 卫 独立 ， 晶 


Fnm)=n Xi/m 1x, ， 





(0) 的 pdf; 


(nn) 的 p.adf。 





统计 中 有 广泛 应 用 。 












































求 F(n,m) 的 p.d.f。 





由 度 为 n 的 2 分 布 ; 7 


LY = 入 (mn), 对 ;= 认 (m)， 其 中 妨 (n) 如 上 题 定义 ， 记 
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常 用 的 rv.， 它 们 的 p.q.f 分 别称 

















:Ym),T(n),F(n,m) 在 数理 统计 中 是 三 个 最 ? 





二 < 
[出 











自由 度 为 (n,m) 的 Ff- 分 























为 自由 度 是 的 卡 方 分 布 ， 自 由 度 为 n 的 1 一 分 布 及 


布 。 

3.32 设 妃 /是 定义 在 (Q,@®) 上 的 rv. >0)， 证 明 : 
fo: i /0)=7(0))= A 0 | ft0) = fo) [< 

Nn—>%0 =N k 


k=1l N=1 n= 
fo: lim /lo fo) = U N U je OO 
Nn—>% 天 


























k=1 n=l n=N 
3.33 设 (%, 有 是 (Q,@®) 上 的 rv. ,证 明 : XXXY, 及 XWY (7z0) 均 是 rv 
了 色 与 革 同 分 布 ， 其 分 布 函数 为 F(x)=P(X<x), (这 在 数理 统计 
其 顺序 统计 量 。vVxeR， 




















3. 34 设 {Xx, 1<k<n}iid., 


























中 称 rv. 卫 为 总 体 ， {Xi1, 1<k<n} 为 其 样本 )， XD) X02) Xn) 为 





记 w, (x)= Elm ， FF,(x)=Q,(x)/n， 通 常 称 所 (x) 为 的 经 验 分 布 函数 。 





(1) 试 求 w, (x) 的 分 布 律 ; 


(2) ， 试 证 : 对 VxeR 固定 ， > Ds 
k=0 Nn n 








=X-H, Z2=Y-H -po201 (X-H1). 


3.35 设 (X,7)~ N(11,o7, 12,027, 7) 令 ZI 
(2) 证 明 且 与 妃 相 互 独立 。 
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前 面 我 们 介 委 


A 
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数字 特征 是 | 


随机 变量 的 分 布 函数 























了 可 以 完满 表达 随机 变量 概率 怕 




















FX) 确定 的 ， 是 对 F(X) 进行 某 种 运算 的 结果 ， 以 











便 突出 反映 其 主要 特征 及 相互 间 的 某 种 关系 。 本 章 着 重 介 2 





数学 期 望 和 条 件数 学 期 望 是 最 习 




















研究 内 容 与 应 用 更 加 多 彩 多 姿 。 


特别 要 提 一 下 的 是 ， 由 于 条 件数 学 期 望 能 更 精细 和 深入 的 刻 划 多 个 随机 变量 之 间 的 





关系 ， 以 及 它 的 良好 性 质 。 











台 上 扮演 越 来 越 重要 的 角色 。 





§1 


1 数学 期 望 的 定义 





在 随机 变量 的 数字 特征 

















这 个 特征 的 就 是 随机 变量 的 数学 期 望 。 
我 们 先 来 看 一 个 例子 : 


例 1.1 某 人 独立 射击 100 次 ， 结 果 如 下 : 
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FE 质 的 分 布 函 数 F(x)。 然 而 在 理论 与 应 
用 中 ， 人 们 往往 更 关心 随机 变量 的 某 些 主要 特征 和 相互 关系 ， 这 是 引出 数字 特征 的 原因 
































若干 常用 的 数字 特征 。 其 中 ， 














EE 要 而 又 基本 的 两 个 。 引 入 这 些 重要 概念 将 使 随机 数学 的 














数学 期 望 


PF， 我 们 常常 关心 随机 变量 取 f 











因此 ， 它 已 在 现代 随机 数学 理论 的 迅猛 发 展 和 广泛 应 用 的 舞 


66 平均 » 的 大 小 》 能 够 反映 





































































































击 中 环 数 8 9 10 
相应 次 数 10 20 70 
如 何 衡量 该 射手 的 射击 水 平 ? 显然 首先 要 看 其 每 次 击 中 的 平均 环 数 。 
解 : 所 求 的 平均 环 数 =8x 站 +9x 癌 +10x 了 6=9.6 
可 见 ，100 次 射击 的 平均 环 数 等 于 击 中 的 环 数 乘 以 该 环 数 出 现 的 频率 求 和 。 此 数 更 集中 
反映 射手 的 水 平 








我 们 将 上 例 抽象 化 ， 记 了 闻 为 





平均 值 为 : 对 = 了 xi: pi 。 


定义 1.1 若 drv 了 的 分 布 律 为 : P(X=xi)=pi，iec,， 目 








二 中 的 环 数 ， 是 4.r.vX 其 分 布 律 为 : P(X=x))=pi。 则 半 的 





DE | .Pi < > 则 称 


I 


100 


BE “Pi 


为 了 的 数学 期 望 (Expectation)， 简 称 期 望 。 


特别 的 ， 当 随机 变量 的 取 值 为 ， PQ=xi) = 二 ，1<isn。 则 : EX = 二 > 
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(1.1) 


;Xi ， 即 是 已 


(1<i<n) 的 算术 平均 值 。 所 以 ， 数 学 期 望 是 算术 平均 的 推广 ， 即 加 权 平 均值 。 故 亦 称 为 

















均值 (mean)。 














注意 : 定义 中 要 求 该 级 数 绝对 收敛 ,是 为 了 保证 该 和 数 不 随 求 和 次 序 的 改变 而 改变 。 




















当 之 | 1-p; 发 散 时 ， 称 了 的 数学 期 望 不 存在 。 


例 1.2 ”车 庆 B(1, p)， 则 EX=0X(1p)+t1Xp=p=P(X=1)， 即 EX= P(X=1)。 
在 这 里 我 们 注意 到 数学 期 望 和 概率 分 布 的 关系 ， 为 此 考察 事件 4e ® 的 示 性 函数 为 


























74(@) 的 期 望 E(Z4(@))=P(4)， 等 于 事件 4 的 概率 。 这 就 将 数学 期 望 和 事 














件 的 概率 联系 起 





来 了 。 因 此 ， 求 某 事件 发 生 的 概率 就 可 以 化 为 求 它 的 示 性 函数 的 数学 期 望 。 可 见 引进 数 











学 期 望 将 丰富 概率 论 的 研究 内 容 。 
例 13 若 系 BO， 门 ， 则 : 








nk 鼠 n(n—D)!p kl nl-(k-1) 
EX= Dk:P(X=K)= pq" “= p 
> 2 i 各 (kDan-1- (kD) 
n—l 
(n—D! knok nl 
= pq =np(p+4) = 
人 kn-l—k')! 
| 1.4 若 六 P 入 )， 中 : EX 和 二 三 
例 右 o( 入 )， 则 之 4 亲 e 4 (之 


























在 求 r.v. 的 期 户 中 ， 常 要 用 到 如 下 结果 : 


(1) x“ = 二 
k=0 





kl 一 





因为 当 k|<1 时 ，P je = (Px) =() = 
k=1 k=0 UD 


例 1.5 若 系 GO)， 则 ; Be > 
k=1 Pp 


例 1.6 若 入 Po( 和 )， 求 : EX。 




















解 : 由 于 对 为 非 负 整 数 ， 此 时 P(XY= 请 = PC 月 ， 故 ; 
oo oo k oo k 
FEY? = Pe pk. 4 1 .4 1 
A 证 ee 


x 
{x|<1, (3) > zx 。 


.e = 和 + 
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例 1.6 自然 会 想到 ， 对 于 的 一 般 函 数 天 “800 是 下 会 有 类 似 的 结 朵 ? 事实 上 ， 可 
以 证 明 ， 对 于 离散 型 随机 变量 X，P(X=xj)=px， 若 g(x) 是 连续 函数 或 逐 段 单调 函数 ， 则 
天 gs 也 是 离散 型 随机 变量 。 且 E7Y = E(g(X))=e(xx):P(X=x1)。 





































































































特殊 情形 : 设 蕊 为 取 值 非 负 整数 上 ~v， 则 有 : 





半生 二 交 六 (过 全 湖 
n=] 




















证 明 : 留 作 练习 。 这 里 仅 提 示 一 下 ， 注 意 应 用 下 式 : 





EX = TPF=n)= > 
n=l] k=]1 
对 于 连续 型 随机 变量 a 有 如 下 























定义 12 设 crvr 蕊 的 Pdj 是 Fo0， 若 「 |x|-f(C0dx<w， 则 称 


EX 人 x:fC)dx (1.2) 
为 的 数学 期 望 
例 17 车 Ula, 中 即 f(x)= 翅 -Toaapy 则 : EX = 「 x sdx = 


例 1.8 若 系 Pr ， 即 f(x)=4:e-?1I(x>0) 则 : EX = [x Ae tdr=— 
例 1.9 车 Nn,o) 则 ; 


1 CA 
EX = .| (x-uti):e ?0 dx 
N27 :0 bs 








_(x- LO) _ (x 4)” 
= 一 一 一 一 (x 一 4:e 20 de+| He 20° dx»= 
V27X :0 . 








等 式 右边 第 一 项 中 被 积 函 数 为 奇 函数 ， 故 积分 为 0。 











Bs te hm 期 望 ， 对 于 一 般 随机 变量 ， 严 
格 定义 要 用 到 黎 曼 -斯 带 尔 吉 斯 积分 ， 下 面 先 介绍 它 的 定义 。 


























2 黎 曼 -斯 蒂 尔 吉 斯 (Reimann-Stieltjes) 积分 














定义 : 设 g(x),F(x) 是 R 上 的 函数 (不 妨 限 制 在 F(x) 为 单调 函数 的 情形 )，Vv[a,b]， 
设 q=xo <xi<…<x, =D，Ar =X -Xl’ 0, = max Axk 任 取 zw e[xi_1,Xx]， 若 极 


限 lim yg(u)(F(x) (x4_1))= 了 存在 ， 则 称 极限 : 
n> k=l 
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[eureos lim gu FO) -Go 
n> k=l 





为 g(x) 关于 (x) 在 [a,b] 上 的 黎 曼 -斯 蒂 尔 吉 斯 积分 。(R-S) 

















车 lim jg(COdFCO = 人 g(COdFCD 存在 且 有 限 ， 则 称 此 极限 值 为 g(x) 关于 F(x) 
2 一 +oo 
在 (-z,+eo) 上 的 黎 曼 - 斯 蒂 尔 吉 斯 积分 。( 简 称 R-S 积分 ) 





(1) 当 取 F(x)=x 时 ， 则 [gO4F(x)=| ”g(x)dr 化 为 通常 的 歼 曼 积分 。 
Q) 当 取 g(x)=x ,F(x) 是 dX 的 /TRIN, BBE P(X =x1)= pr,skeN, MF(x)= > pr 


Xi SX 








为 合作 轩 姓 孙 小， 在 有 里 高 度 p。Kk e N ; 则 由 定义 可 知 : a (x)= 之 所 pr=EX. 


一 00 


(3) 当 取 go)=x， 而 天) 是 czry 蕊 的 分 布 函数 ， 马 的 PCLA 为 0 或 在 尺 上 几乎 处 处 
































有 无 (xz) = f(x) 存 在 时 ， 则 可 证 明 : Je- fxCoax = EX 。 此 时 上 式 左边 为 x 关 


—00 











me 而 右边 是 函数 xf 00) 的 Riemann 积分 。 
(4) R-S 积分 与 普通 定 积分 有 相 类 似 的 性 质 ， 如 线性 性 ， 积 分 区 间 迭 加 性 等 。 值 得 兴 


的 是 ， 车 a 点 是 FCD 的 跳跃 点 ， 则 | gCoOdFCD = g(O(F(o)- F(a ). 














澳 








和 














上 














(5) 设 F(x) 是 rr 阅 的 分 布 函 数 ， 即 F(x)= P(X<x)。 则 Va,be R,BeB,， 


far(x)= P(X e[a,b]),P(X eB)= [dF(x) 


XE 








定义 1.3” 若 随机 变量 卫 的 分 布 函数 为 F(x)， 且 满足 [lxlart) <%, 则 称 


EX [xdF(x) (1.3) 


为 了 的 数学 期 望 。 
对 于 随机 变量 函数 的 数学 期 望 我们 有 : 
定理 1.1 设 g(x) 是 一 元 波 雷 尔 可 测 函 数 ， 随 机 变量 X 的 分 布 函数 为 F(x)， 若 


六 1g0914F(x) <m ， 则 gCO 的 数学 期 望 为 : 


























Eg(X)=|, g(x)daF (x) (1.4) 
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注 : 在 第 二 章 已 提 过 ， 逐 段 单调 函数 、 连 续 函 数 均 为 Borel 可 测 函 数 。 
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严格 证 明 这 一 定理 需要 用 到 测度 论 ， 已 超出 本 教材 的 范围 ， 这 上 
会 运用 这 一 绪论 去 推导 其 他 性 质 。 例 如 : 
对 于 离散 型 随机 变量 X， 有 : 


El(g(X))= SE) PX = Xk). 























对 于 连续 型 随机 变量 X，p.4df 为 1(W) 有 : 


Eg(X¥)=[, g(x): f(x)dx。 








有 了 这 样 的 性 质 ， 我 们 在 求 gCO 的 数学 期 望 时 ， 就 可 以 不 必 求 出 g(X) 的 分 布 ， 而 只 


不 作 要 求 ， 但 要 学 


(1.5) 








要 知道 蕊 的 分 布 就 可 以 了 。 若 将 gCO 特 殊 化 ， 就 可 以 得 到 各 种 数字 特征 一 一 矩 。 有 关 











和 矩 的 概念 将 在 后 面 其 体 介 
特殊 情形 ， 设 对 为 非 负 x.v.， 则 : 


EX = [P(X >u)du 
0 











证 明 : 留 作 练习 。 仅 提示 : 








EX = JrdP(x <x)= i dy)aP(X <x)= Tjapcx < x)dy 


0y 


3 数学 期 望 的 性 质 
数学 期 望 有 一 些 简 单 性 质 ， 我 们 列 在 下 面 ， 以 下 系 了 均 表 示 随 
(1) 对 于 常数 C，EC)=C，FEGQHC)= FOOD+ C; 
(2) E(CX)=CEO), E(CIX+O DD=CIEON+CE(D:; 
(3) 车 对 了 独立 ， 则 ECD=EX EY; 














机 变量 。 





(4) 设 g(xwy) 为 波 雷 尔 可 测 函 数 , 和 了 为 连续 型 随机 变量 , 其 联合 概率 密度 函数 为 f(y)， 














则 g(%D 的 数学 期 望 为 ; 
Eg(X,7)=| | ,8G 7): f(y)drdy 
我 们 仅 对 性 质 3 在 (X,Y) 具有 j.p.4f 时 ， 给 出 证 明 如 下 : 

设 (VD 的 jpdf 为 {GD)， ~ 产 0 7~ 广 0 ， 则 












































( 忆 , 妨 独立 全 VOD)ER = 产 C0 广 O) 
所 以 





EC(XY)=[ | wf, yardy=[ [fx CO) fy (ydrdy 


=[ xfx Cad] yy (ydy= EX .EY 


(1.7) 
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数学 期 望 的 定义 在 本 章 以 后 的 章节 中 有 基本 的 重要 作用 。 掌 握 数学 期 望 定义 的 确切 
含义 及 其 直观 意义 ， 对 以 后 概念 的 理解 均 有 很 大 的 帮助 。 

下 面 ， 我 们 就 从 结构 角度 理解 数学 期 望 的 意义 。 

我 们 知道 ， 数 学 期 望 : 

















帽 






















































































2 P(X =x) XANdrwy. 








pe X.f(x)dx XA 为 crv 且 具有 p.4.f :了 f(x) 
以 离散 型 随机 变量 卫 为 例 。 前 面 我 们 定义 了 示 性 函数 (ww)， 则 : 
X(@)=Ex IO)， 因 此 : EX = Ex ‘P(X = Xxx)。 
k 























样本 空间 ?可 以 用 六 不 同 取 值 划分 为 若干 个 不 相 容 事件 的 并 集 , EX 即 为 在 这 些 不 
相 容 事件 上 取 值 的 加 权 平 均 ， 连 续 型 随机 变量 也 是 一 样 ， 它 可 以 表示 成 示 性 函数 的 线性 
组 合 的 极限 ( 见 第 二 章 )， 对 XY 取 值 的 加 权 平 均 就 得 到 了 以 上 的 积分 形式 。 
一 个 实际 变量 可 以 写成 太 EX+(X-ED, 若是 测量 值 , 则 (X-EX) 表示 测 
中 EX 是 真 值 ， 相 当 于 测量 中 我 们 真正 想 要 的 东西 ， 即 测量 对 象 的 精确 值 ， 而 测量 人 
总 在 真 值 EX 附近 波动 ， 这 是 由 于 实际 现象 中 的 误差 及 其 它 偶然 因素 造成 的 。 



























































型 有 
漠 
此 
























































并 六 













































































8$2 方 差 











随机 变量 另 一 个 重要 的 数字 特征 是 方差 , 它 反映 了 随机 变量 取 值 的 集中 与 分 散 程度 。 
在 实际 问题 中 , 研究 随机 变量 与 其 均值 的 偏离 程度 是 十 分 重要 的 , 通常 我 们 用 E[(X-EX)”] 
来 度量 这 个 偏离 程度 。 
定义 2.1 设 X 是 rv.， 则 称 
DX= E[(X-ED)"] (2.1) 


为 的 方差 (VYariance)， 也 可 记 作 VarX; 称 cy =VDX 为 X 的 标准 差 或 均 方 差 。 

注 : 
(1) DX 大 ， 反映 对 取 值 比较 分 散 ; DX 小， 反映 闻 取 值 比较 集中 。 
(2) 和 常用 的 计算 方差 的 公式 为 : 














































































































DX=EX -CE (2.2) 
事实 上 : DEE(X-_EX)=E(X 2XEX+(EX))= EX (EX). 
在 实际 测量 中 ， 方 差 反 映 了 xv 取 值 与 数学 期 望 的 离散 程度 ， 用 以 刻画 测量 精度 。 







































































DX 小 ， 则 说 明 测量 精度 高 。 
例 2.1 车 庆 B(1,p)， 则 EEp，EX=p,， DXEX-(EX)=p-p=pq。 
例 2.2 若 素 BO， 门 ， 则 : Enp，EXY =n(n-1)p*t+np，DX=npq。 
例 2.3 若 生 PO)， 则 : EX= 和 A，EX=N+ 和 N\，DX= 和 。 
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例 2.4 若 庆 Ula, 5b]， 则 : EX = 一 一 六 = pA 
2 b-a 3 





DX = EX -(EX)’ = -0 


例 2.5 若 系 EOJ， 则 ; Be 
1 42 


例 2.6 若 关 Nh,0)， 则 : EX=n; 试 求 DX 








.:e 20 dx 。 作 变换 





解 : DX=E(X- EX)?=E(X-)? -| CO2 


























2 攻 A 
XH 出 2 [| 2 从 六 2 
f=, 则 DX i e ? dt ， 应 用 分 部 积分 法 ， 容 易 验算 a 12e 24di=1. 
因此 DX=o”。 











例 2.6 我 们 知道 , 正 态 随机 变量 的 概率 密度 函数 中 的 两 个 参数 py 和 o 分 别 是 该 随机 
变量 的 数学 期 望 和 方差 。 因 而 ， 正 态 随机 变量 的 分 布 完全 由 它 的 数学 期 望 和 方差 所 决 
定 。 















































注意 到 若 六 Na, 则 P(u-3c<x<u+3oc)=@(3) -@(C3)=0.9974,P( 和 <2a)=0.9545。 
因此 ， 对 于 正 态 随 机 变量 ， 其 值 落 在 区 间 [h-3c，h+3c] 内 的 概率 接近 于 1。 这 也 就 看 出 
了 正 态 随机 变量 的 集中 程度 。 在 工程 测量 中 通常 取 3G 为 误差 限 〈 精 度 要 求 高 的 )， 也 有 
取 2G 为 误差 限 的 《一般 精度 要 求 )。 



















































































方差 的 一 些 简单 性 质 如 下 : 
(1) 知 C， 或 POEC=1， 则 : D0; 
(2) D(CIX+C C1 DN; 
(3) 对 于 随机 变量 也 7Y， 有 
D+D= DY+ DY+2E[(X-EV(Y-ED] 
D(a¥+b7)=a DX+b DY+2abE[(X-ED(Y-ED)] 
若 系 了 独立 ， 则 : D(X+7D)=DX+DY 
证 明 : DCQ+7D=E{[Q+7D-EQ+D] Y=E{[(X-ED+Y-ED)} 
=E[(X—EXW +(Y-EY) + 2(X-EX) (六 FED] 
=E[(X—EX)’] +E(Y-EY)’ + 2E[(X-EX) (大 人] 
若 对 了 独立 ， 则 三 EX 、Y-EY 独立 ， 由 数学 期 望 性 质 可 知 : 
E[(X-EX) (大 ED]= E(X-ENDE(Y-EY) =0， 故 : D(X+Y) =DX+ DY 


(4) 契 比 雪夫 (Chebyshev) 不 等 式 : 车 DX<%， 则 对 任意 。>0， 
























































P(X-EX|>e) < 
€ 


(2.3) 
证 明 : 设 广 Fx) 
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£= | ds SEP EA) 


X-EXl2e IX-EXlZe e 

契 比 雪夫 不 等 式 作为 一 个 理论 工具 ， 其 应 用 是 很 善 遍 的 。 这 个 不 等 式 给 出 了 在 未 知 
随机 变量 蕊 的 分 布下 ， 事 件 {fo: | 素 吕 < 2} 的 概率 的 一 种 估计 方法 。 

(5) DX=0， 充 要 条 件 是 ， 存在 常数 nu， 使 PC= 由 =1。 































































































证 明 :“ 一 ”由 刀 和 车 0， 及 契 比 雪夫 不 等 式 有 : vn>0,P(|X-EX1)<0= 








Vn>0,P(X-EXKLD=1, 又 KK= 了 )=(NIG-E)KD=Zi 人 CC- 
n=1 n—>% 
故 : P(X =EX)= Lim P((X -EX)KL)=1. 
“< 生 ” 若 存在 常数 hp， 使 PQO=WD)=1。 过 Fx (x)=Txzp(2) 寺 EX=[,xdFy (xX)= 


J xdFx(x)=uSDX=E(X-1) = (x-1) dFx(x)=0. 
HK LH 








性 质 3 的 证 明 可 得 : 
(6) 若 BE[(X-EX)(Y-E7D)]z0， 则 也 了 不 独立 。 
这 说 明 E[(X-EXD)(Y-ED]#0， 反 映 了 对 Y 了 之 间 有 某 种 关系 。 












































$3 ” 协 方差 和 相关 系数 











对 于 二 维 随 机 向 量 ， 要 了 解 各 个 分 量 之 间 的 关系 ， 只 有 数学 期 望 和 方差 是 不 够 的 ， 
我 们 还 需要 引进 反映 它们 之 间 关 系 的 数字 特征 。 
上 节 方差 的 性 质 6 可 知 : E[(X-ED(Y-ED)]#z0， 可 得 于 Y 了 不 独立 ， 因 此 可 用 它 来 刻 
划 二 者 之 间 的 某 种 关系 程度 。 






































1. 定义 
定义 3.1: 设 且 了 为 两 个 xv.， 则 称 : 
Cov(X, 7)=E[(X-EX)(Y-EY)] (3.1) 
为 马 工 的 协 方差 。 称 : 
Cov(X,Y) 
= (3.2) 
Pxy 万 . VDY 


为 也 了 的 相关 系数 。 
相关 系数 是 刻 划 成 工 的 线性 关系 是 否 密切 的 尺度 。 
对 于 一 般 的 随机 变量 ， 可 以 对 其 作 一 定 的 变换 使 其 标准 化 。 























实 上 ， 由 期 望 和 方差 


灿 
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二 XX-EX 1 1 
的 性 质 我 们 知道 : 五 = E(X-EX)=—— (EX -EX)=0, 
大 Ce 7 ( ) | ) 
XX-EX 1 1 
三 三 一 -一 一 本 尔 随 变量 
D( ed ProX EX) jz 1 。 称 随机 变量 
XX-EX 
(3.3) 
VDX 
为 随机 变量 站 的 标准 化 。 而 
Con SEX YEY pAX-EX.Y-EY Cov(X¥,Y) Es 
DY ”VD7 VDY VD7 VDX.VDY ‘~ 
因此 ， 有 也 了 的 相关 系数 ， 即 也 了 标准 化 后 的 协 方差 是 一 个 没有 量 纲 的 量 。 
定义 ， 易 知 : Cov(X DD=E(XY)-(ED(ED)， 故 : 
_E(XY)- (EX)(EY) (3.4) 





人 VDY.D7 
定义 3.2 若 了 7Y 之 间 相关 系数 pxy=0， 则 称 对 了 线性 不 相关 。 


2. 性 质 
协 方差 和 相关 系数 具有 如 下 一 些 性 质 : 
(1) Cov (%, 四 = Cov (3, 了，Cov (Xtc, Ytq)= Cov (X, )， 其 中 cd 为 任意 常数 ; 
(2) Cov (a b=abCov (YX, 让， 其 中 a,b 为 任意 常数 ; 















































(3) Cov CH 和 P= Cov 1, D+ Cov CX, D, Cov(F Xi EY))=T FCowX,Y)): 
i j= i=1j=1 








以 上 性 质 (1)~(3) 的 证 明 留 给 读者 。 
(4) 若 秘 了 独立 ， 则 : Cov(X, =0，pw=0， 即 对 了 不 相关 ; 

证 明 : 若 X 了 独立 ， 则 由 数学 期 望 性 质 : E(XDD=(E 有 D(ED 及 (3.4) 式 有 : 
Cov(Y, DD=E(XY)-(EV (EY= (EV(EY) -(EV(EY)=0， 从 而 : px=0。 
(5) Schwarz 不 等 式 ， 若 EX <w，EY?<w， 则 : 












































(EXY)’< EX ”. EY” (3.5) 
Cov(X,Y)<VDY .VDY (3.6) 


证 明 : 因 VteR，( 和 1 人 人 0 ， 故 u( 力 =B(X-1D)?>0 恒 成 立 。 即 : E(YY”)-2E(XYD+E(X 








2>0 恒 成 立 。 故 二 次 三 项 式 wu(D) 的 判别 式 ， 4=4:[E(XY)]? -4:EX? .EY?<0。(3.5) 式 





导 证 。 














(3.5) 式 有 : 














(Cov(X,7)* =(E(X -EX)Y — EY))’” < E(X - EX) :E(Y -EY)” =DX:.DY 


即 ; Cov(X,Y)< VDX .VDY. 
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(6) |pxyls1: 

证 明 : 由 (3.6) 式 即 得 。 
(7) 对 于 随机 变量 马 乙 下 列 命题 等 价 : 

1) pxy=0; 

2) Cov(¥,7)=0; 

3) ECXY)=EXEY; 

4) D(XED=DXHDY. 
这 些 均 是 与 不 相关 等 价 的 命题 ， 详 细 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 。 
Y—-EY 上 X-EX 

















(8) |py=l1S P 二 0=1 
a ， VD7 DX 
证 明 : |py=1 人 S 2(pxtlD=0 全 De = Ss 


土 D 
a 





























于 一 Y- EY _X—-EX 

D( EE 一)( 一 一 一 -2 =0， 由 $2 方差 性 质 (5) 知 以 上 等 
VD VDY VD PxyY 

价 于 : PC 2 -0-1 





可 见 ， 当 |pxyl=1 时 ， 随 机 变量 也 了 以 概率 1 取 值 在 一 条 直线 上 ， 即 : 


























大 而 六 于 | 
DX 








性 质 (3) 知 ， 若 系 了 独立 ， 则 筷 了 不 相关 。 然 而 ,， 忒 了 不 相关 ， 二 者 却 不 一 定 独立 。 
但 是 ， 人 不 相关 和 独立 则 是 等 价 的 。 

例 3.1 若 (Y,D ~ Np hb cm cz p)， 则 : 

(1) Cov(%,7)=po1562, px=p; 

(2) 了 不 相关 之 成 了 独立 。 

































































解 : 由 前 已 知 : EE=j,E 赤 jw, D 和 cm D0>， 而 : 
1 eh CA 
Cov(X,7)= A) -KH2) exp{-—— OTe} 
2x0102 yl 一 p? 201 
—1 py-—H Xx—H 
pt (po) }dxdy 
24-p2) 02 al 
若 令 t= 1 .2 一 镍 A | 则 : 
2 O7 O1 O1 


ne 
让 
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pA 
1 
Cov(X,Y)= (oo yl-p’ tu+ pororu’): exp(-7 — dd 
元 


室 we ([?,uexp(— at exp(— dD) 
A 


a 2 
O10 ,wo 区 1 
+ L212 UP oo2exp( Jade expC 二 )d0 
2 2 2 


上 V27 V27 = pola? 
沦 
Cov(X,7) 
则 = 一 一 一 一 
0 
| 第 三 章 命题 (5.3) 知 : (%, 妨 服从 二 维 正 态 分 布 ， 则 天 了 独立 口 p=0 口 了 了 不 相关 。 
下 面 我 们 通过 讨论 最 住 线 性 预测 ( 佑 计 〉 问题 ， 进 一 步 揭示 相关 系数 所 刻 划 的 概率 
EW 


=p. 可 知 参数 p 就 是 XX 了 的 相关 系数 。 









































部 


3， 最 佳 线性 均 方 预测 〈 佑 计 )。 


对 于 两 个 随机 变量 记 : 1 = EX,1; =EY,o? =EX>0,07=EY>0, 








Pxy =P， 若 了 可 观测 ， 而 了 不 可 观测 ,希望 用 了 的 线性 函数 ba 作为 了 的 预测 (或 估 
计 )， 记 作 : 了 =bXY+a 。 称 6=Y- 了 =Y-(bXY+4a) 为 预测 误差 ， 称 


O(a,b)= E65? =E(Y--(bX +a))” 为 均 方 预测 误差 。 问 题 是 ， 如何 选取 a, bp， 使 其 均 方 预 
测 误差 4(a, 已 达 最 小 !〈 如 存在 的 话 )。 


命题 3.1 当 
b” =po2s07! (3. 7) 
a = -po2or Hi (3. 8) 
7 =p X+a (3.9) 





时 ， 满 足 : O(a ,b ) =min O(a,b) 。 


证 明 : Q(a,b)=E[Y-(bX+a)] =E{Y -12 -bX -H+ (2 -bu -a)}” 





注意 到 : E[Y 一 Ws 一 b(X -1)]=0， 故 有 : 














站 
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O(a,b)= ELY -1 -bX -1 + -bu a) 
=07 -2bpo1o3 +b? of +(12 -bu —a)? 








=03(1-p’)+of(b- po207 ) + (1 一 pa * 





注意 到 上 式 右边 第 2，3 项 均 非 负 ， 故 Ya,be R* 有: O(a,5)>o3(1-p )， 于 是 选取 








bp =poso7!， a = -DMI=L -po2071U1 时 ，(*) 式 右边 第 2，3 项 为 0， 即 : 








Qla ,b )=03(—p°)= minQ(a,b) (A) 


定义 : 称 六 六 和 +w =pos071( 久 -1)+ 1 为 7 的 最 佳 线 





太守 





生 均 方 预测 (估计)。 

















命题 3. 1 证 明 的 最 后 等 式 〈A) 可 知 : 





命题 3.2: Ole ,b )=o2(-p’) 


(3. 10) 

















(3. 10) 式 可 看 出 ， 对 于 给 定 的 万 用 | pxy Hp| 越 接近 于 1 的 五 其 bX+a 越 接 





旬 








于 三 ( 均 方 意义 下 )。 这 表明 | 2 的 大 小 刻 划 了 五 了 之 间 线 性 关系 密切 的 程度 。 


$4 和 矩 、 协 方差 矩阵 及 闫 维 正 态 分 布 














前 面 我 们 介绍 的 数学 期 望 、 方 差 、 协 方差 等 是 随机 变量 最 常用 的 数字 特征 ， 它 们 的 
自然 推广 是 矩 。 和 矩 有 以 下 几 种 : 
(1) 原点 矩 ; 对 任意 keZ'， 称 EXY 为 的 k 阶 原点 矩 。 数 学 期 望 是 一 阶 原点 算 。 
(2) 中 心 矩 : 对 任意 上 seZ-， 称 E[X-E 和 为 全 的 庆 阶 中 心 箱 。 方 差 是 二 阶 中 心算 。 
(3) 混合 矩 (对 多 维 分 布 而 言 )， 对 任意 kl1eZ'， 若 EX 了 存在 ， 称 它 为 了 了 的 寻 [ 阶 
混合 原点 矩 ; 若 E[(X-EXDAY-E7) 存 在 , 称 它 为 和 了 的 k+l 阶 混合 中 心 矩 。 协 方差 Cov(X%,7) 
是 系 了 的 二 阶 混合 中 心 矩 。 



























































例 4.1 若 闷 N(0,0)， 则 了 的 2k (EEsN) 阶 和 矩 ，EX2 =(2la2 /2 .要 。( 可 以 通 

















过 分 部 积分 求 得 ， 留 给 读者 作为 练习 。) 特别 的 ， 当 丘 2 时 ，EX4 =304。 





协 方差 矩阵 定义 : 设 n 维 随机 变量 (Xi, 一， 若 o 三 DXi,1<i<n 存 在 记 


G 厂 Cov(Ti， ZX) » 则 称 矩 阵 : 
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SEX- EX)N(X -EX) ]=(0;)n 





为 n 维 随 机 变量 让 (Xi, 1<h<n) 的 协 方差 矩阵 。 
显然 ， 协 方差 矩阵 是 一 个 对 称 和 矩阵。 易 证 它 是 非 负 定 矩阵 。 当 
































日 对 角 线 之 元 素 o;; = =DX,,l<i<n o 


例 42 设 (也 站 -Mu pv, cm 502,P)， 则 有 : 


2 
Be 9 Po102 
Polo 03 


记 : 到 Cn X24 42) ， 则 下 (C21, 五 ) 的 j.p.4f 可 表 为 : 





f()=— 


-exp 人 GATE 一 
(2z)2 |21 


i 





PIS|=det5。 
这 样 ， 记 二 维 正 态 随机 变量 X=, 和 6) ~NMGb 习 。 


y 
4 











Y~N(Ap,A5A’) 
即 二 维 正 态 分 布 进行 了 线性 变换 之 后 仍 为 正 态 分 布 。 
证 明 留 给 读者 作为 练习 。 












































随机 向 量 ， 过 = (oj ) 为 n 阶 正定 对 称 矩 了 泗 。 定 义 n 元 函数 











f=— pt) Se) 
(2z)2 5 


命题 : (1) vxeR”, f(x)>0, ©@Q) [rr fadx=1。 





即 














(4.2) 式 定义 的 ft 是 n 维 p.qf 











OP>0 时 ， 它 


111 


是 正定 矩阵 ， 





(4.1) 


侈 4.3 设 卫 ==(K, 有 名) ~NMb 习 ， 令 天 48 其 中 全 (ah 为 非 退 化 2 阶 窃 阵 ， 则 : 





以 下 介绍 多 元 正 态 分 布 随机 向 量 。 记 : j=(sl<k<n) ,x=(x4J1<kz<n) ?为 n 维 


(4.2) 





证 明 ; (1) 显 然 。 以 下 证 (2)。 由 帮 为 正定 对 称 方 阵 , 则 存在 非 奇 异 和 矩阵 L, 使 了 = ZZZ 。 





























令 线 性 变换 y= 二 T(x 一 1)， 其 逆 变 换 为 x=Ly+1 。 此 变换 的 雅 可 比 行列 式 为 : 











1 
IL? 。 故 : 
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1 1 二 
lar /0 =— le xp 3 IED 
(27)? 120 
1 


1 n 
了 | exp{ 3 Eph}d dy, 
(2z)2122 RR 3 


-| 起 1 |] 
定义 : 若 n 维 xv. 对 = (Xp,l<kz<n)? 的 j.p.df 是 用 (4.1) 式 定义 的 f (x)， 则 称 邓 为 n 


维 正 态 r.v.，f 0X) 为 n 维 正 态 概率 密度 函数 。 
n 维 正 态 分 布 有 许多 优良 性 质 将 在 第 五 章 进一步 讨论 。 











§ 5 条 件数 学 期 望 











条 件数 学 期 望 是 随机 数学 中 最 基本 、 最 重要 的 概念 之 一 。 在 这 一 节 中 我 们 将 引入 条 
件数 学 期 望 的 概念 ， 并 说 明 它 的 性 质 和 应 用 。 为 了 直观 地 对 此 概念 有 个 正确 的 理解 ， 我 
们 先 从 离散 型 随机 变量 入 手 ,再 讨论 连续 性 随机 变量 ， 最 后 推广 到 多 元 随机 变量 的 情形 。 


1 以 离散 型 随机 变量 作为 条 件 的 条 件数 学 期 户 
(1) 定义 与 例子 
定义 5.1 设 dr.v 总 了， 分 布 律 为 ， P(X=xi,Y=y;)， 若 对 vjeN，P(Y=y;)>0，, 


我 们 称 : 



















































































E(X|IY=y))= 2 xP(X =xi|Y=y)) (5.1) 











为 关于 Y=y， 时 的 条 件数 学 期 望 。 





这 是 一 种 狭义 的 条 件数 学 期 望 。 现 比较 (无 条 件 ) 数 学 期 望 E(X)= 》,x;P(X=xi) 与 条 














件数 学 期 望 E(XI1Y=yy;) 的 异同 点 。E(X) 是 对 所 有 的 we 8,X( %) 取 值 全体 的 加 权 平 均 ， 























而 E(XIY=y;) 是 六 取 值 局 限 在 oeE{%: 无 y,}=B, 的 加 权 平 均 。 可 以 这 样 理解 : 记 





B={ 0: 严 yj)},4;={@0: 和 了 =}, 于 是 {4i,ieN} 及 {Bj,jeNN} 分 别 是 样本 空间 8 的 分 解 ， 








当 41Bj = 同 :PK =x 7 了 =y 门 =0， 于 是 : 
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E(XIY=»))= 2 XP(X = IY =y;)= 让 XiP(X=xi|Y=7y;)) 
i ieD, 











中 DD} = { :AiB jz 人 这 正 说 明了 EXI7=J)) 是 osB8 时 X(o) 的 局 部 加 权 平 均 。 





| 
MA 











显然 E(XIY=y;) 依 赖 于 Y=y;, 即 依赖 于 we B, = 世 : 了 了 =) 全 从 全 局 看 ， 我 们 有 必 

















要 引入 一 个 新 的 随机 变量 E(XY17) , 使 它 在 we B,(BY =y)) 时, 取 值 为 : B(X|IY=y;)， 





称 rv.E( 针 | 了 7) 为 rv.X 关 于 rw.Y 的 条 件数 学 期 望 。 它 亦 是 rxv 了 的 函数 。 确 切 定义 如 下 : 

















则 称 
E(XIY)= 2 p00) (5.2) 
je 
为 r.v. 耶 关于 了 的 条 件数 学 期 望 。 
上 述 EX| 7 定义 包含 如 下 的 直观 意义 : 
(1) rv.E(X|D) 是 @ 的 函数 。 当 we{w8: 了 =yj)} 时 ，E(XI7) 的 取 值 为 EQNU 王 y,)。 事 实 
































上 ， 它 是 局 部 平均 { ECX | 严 y,),jeN} 的 统一 表达 式 。 因 而 条 件数 学 期 望 更 深入 的 描述 
了 成 了 之 间 的 某 种 关系 。 


(2) 当天 7)#E(XEI7=Jx)Oz 有 时 ，PLE(CKEID=ECKI7=y)=PY=y)) 否 





则 ,， 令 Di = 估 :ECXI7=y7 门 =ECXI7= 坟 )}， 则 : 


PIPCX TS EY = > POS) 
keD, 
这 个 直观 意义 为 我 们 提供 了 求 条 件数 学 期 望 分 布 律 的 简单 方法 。 
(3) ECX| 刀 亦 是 了 的 函数 ， 由 8$1 中 随机 变量 函数 的 期 望 公式 ， 知 它 的 数学 期 望 
E{E(X|Y)}= 2 E(XIY=y,)P(Y =»,) 


J 


















































下 面 举 一 个 例子 来 加 深 对 上 述 概念 的 理解 和 认识 。 











例 5.1: x.v.(%, 了 的 联合 分 布 律 如 下 表 所 示 ， 试 求 ED 妃 的 分 布 律 ，ECO, E{E(XI7)}。 








| 






























































解 : 为 求 E(X| 天 站 先 求 5CEi| 六 ,其 中 i=1,2,3 








2 
P(X=LY=1) 方 2 
P{E1| 1} -= 子 = 
pe 
4 1 
同 理 : 2 





2 2 4 1 
E(X| 六 1)= > x,P(X=x,|Y=1)=1x—=+2x—+3x 二 = 
2 7 7 7 7 














3 
同 理 : edb 2 0 2 让 = 
i 15 15 15 15 





3 1 2 2 11 
E(XIY=3)= iP(X =i|ly=3)=1x—+2x 二 +3x 二 = 
二 5 5 5 5 














1 

















前 述 直 观 意义 (2)， 可 知 P{E(C | DD=E(X| 天 刘 =P(7=)), 三 1,2,3。 故 E(X| 了 ) 的 分 布 得 
列表 如 下 : 











EOD 全 浊 
P{ECXND=E(XI YS)}=P(Y) 方 号 5 





























7 -28 1 全 -9 :92 
十 十 


Ns xs 
7 27 ‘11S. 27 -5 :27 27 





3 
而 EX = iP(X =i)=1x Ee 
本 27 27 2 人 .20 


焉 


可 见 ，FEOQI DD)}=EX, 事实 上 , 若 (VD 为 drv, 是 BXI<% 时 ，E{E(X| 7)}=E(X) 
遍 成 立 ， 即 局 部 加 权 平 均 后 的 加 权 平 均等 于 总 体 的 加 权 平 均 。 

















2. 条 件数 学 期 望 的 性 质 : 
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下 面 列 出 q.r.v. 的 条 件数 学 期 望 的 若干 性 质 ， 以 下 均 假 定 ElXl<w%，ElM<%,1<i<n。 
(1) ECO= EEC 
(2) EY CX ID) = CBX, |Y); 


(3) 若 钱 了 独立 ， 则 EC 六 =EX; 
(4) EGG EC 人 CO: 
(5) Ve(2),h(D), 才 EleOOh(D)<%， 则 EB{g00h(7) | 如 }=h(0DE{e00DI 站 ;其 中 gh 是 Borel 
可 测 函数 。 
这 些 性 质 的 证 明 请 读者 思考 并 作为 练习 。 
对 性 质 (1)， 可 作 如 下 表述 


ED= FEED}= Dao- y;)P(Y =y,) 




















我 们 看 到 这 样 的 形式 与 全 概率 公式 具有 相似 之 处 ， 是 全 概率 公式 的 推广 。 
一 般 地 ， 设 D<sB，X 关于 事件 1{1o:7(olsD=TesD 的 条 件数 学 期 望 为 


E(X|Y eD)= 世人 Xi|YeD)。 若 了 为 dr.v， 而 下 为 一 般 rv， 设 P( 六 yj))>0， 对 


























P(X <x,Y=y;) 


为 关于 六 六 条件 分 布 函数 。 
P(y=y;) 


vxeR, 称 Fxly=y (x|yj)= 至 





定义 $.3 在 上 述 记号 下 ， 称 妃 ( 陈 | 到 力 = | (x|y)) 为 X 关 于 二 yj 的 条 件 





数学 期 望 ， 称 ECGID= > Jy))7o-，) 为 X 关于 了 的 条 件数 学 期 望 。 














下 面 通过 两 个 例题 来 加 深 对 性 质 的 理解 。 
例 5.2 设 Wi,N 独立 ，Nr~ P00)), 二 1,2; 求 E(Ni| NitN2) 及 ECOVH+N | N1) 的 分 布 律 。 
解 : (1) E(Ni| M+N) 的 分 布 律 ， YneN。 























n 
E(NIINitN;=n)= Yk: P(NI =K|INI + N, =n) 
k=0 


,(0<k<n)， 其 中 : 
P(N +N> =n) 


而 PON] = 上 |NI+N> =n)= 





天 n—k 
th) 
-A)! 











P(N'1=k, NI+N> n) P(N Kk,N? n A) PN 让 .PN> n A) 


P(N + N =n) = SPN + Ny =n|N, =D): P(N, =)) 
1=0 
= EP =n-l|N, =)): P(N, = 


| 
y( A (5 CHD) _ (Hh +h) .or-Ci+) 
1=0 (1 一 站 nl 
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pr 





故 


k an—k | 
PN =K|N +N, =n)= 2 
Al 一 AL (4+) 














1 1 
Ct 1 vk 2 nk 0<k< 
(0<kzn) 
半 
~B(n, 
: 到 
即 N, 在 NitNsn 下 的 条 件 分 布 律 与 参数 为 Cn 全 ) 的 二 项 分 布 相同 。 
1 








下 面 用 两 种 方法 求 EN |M+N=7) 
(i?) 由 定义 式 求 : 


n 
E(Ni|NI+N, =n)= DK: P(NI =k|INI+N, =n) 
k=0 

















A 
kzo (Nt) Ha-A! th a Kk-D!n-h)! 














nA4 nh 
3 1 +h) = 一 一 一 
(+ 人 ) (+42) 
得 到 : ”EN INM+N) = | (NI +N)) 。 
(4 +4,) 
A 


Gi) PON,=k| NI +TN =n)=Ct( 








, ~b(n 
4 +4, 41+42 A + 


故 ST 1+N,) 


— .NN 
A +4,) 


这 说 明 ECNM|NM+N) 是 (NM + ) 的 线性 函数 。 











直观 意义 (ii)， 可 得 ECNI| Ni+N2) 的 分 布 律 : 


(+N) 4th) 
nl 

















nA 


P{E(N'; |N, + N,)= 
世人 IN 2) ry 


(ne 





= PLMI+N = 人 = 





(2) EM+NM|ND) 的 分 布 律 
EN+N| Ni)=E(NI| ND)+E(Nz| Ni1) (性 质 2) 
=NM+E(V) (性质 4) 
=Ni+T)2 
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N) 
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所 以 E(Ni+N;Ni=n)=n+N (nEN) 


n 


4 
PIE(OV +N | N1)=n + A4,}=P(Ni=n)= 1 :et (neN) 
n. 





例 5.3: 设 : (Y,,n>Diid, P(Y,=1)=p>0;P(Y,=-l)=g=1- p20:Xo=0, 


廊 ， = 沁 。 求 EC 放 ) 的 分 布 律 


k=1 








并 证 明 EC %)=X+(p-q)。 


解 : (1) ECW)EC2+YY) ECO) HE(YNR) LtE(Y) Xtp-q 














ECG| 名) 的 分 布 律 如 下 表 所 示 : 
7 -2 0 人 2 
E(Xs|Y) -2+(p-q) p-q 2+p-q 
P{E(X3X))} = tp-q (1-p) 2p(1-p) 六 























(2:) 证 明 E(Xntil Xi)=Xnt(p-q)o 因 为 Xt = Yt Xn, 又 人 局 也 +1 独 芯 ， 所 以 
EPE(Xnril Xn)= E( Yrit¥ X= E(Xl 了 如) 十 PE(Ynril Xi)= XntE Y= Xt+(p-q) 


2 以 连续 型 随机 变量 作为 条 件 的 条 件数 学 期 望 
(1) 定义 

定义 5.4 对 二 维 x.v.(%), 设 了 为 c.r.v.， 具有 p.4f 为 f(sS)，fiy=s( 轴 ) 为 关于 天 
的 条 件 概率 密度 函数 〈 简 记 c.p.d.); 若 由 |x| fxz= s(x|s)dx <+%， 则 称 : 








E(X|Y=s)S [x xy-s (Xx|s)dx (5.3) 


为 区 关于 天 的 条 件数 学 期 望 。 




















类 似 于 第 三 章 $4 可 以 定义 六 关于 YeL 的 条 件 分 布 函数 及 密度 函数 。 事 实 上 ， 对 于 
给 定 的 Le B,〔 即 对 一 维 波 雷 尔 (BoreD) 集 L)， 若 P(Ye 有 >0， 则 对 关于 Ye 工 的 条 件 分 











P(X <t,Y el) 


布 函数 定义 为 : P(X <t|Y elL)= 
万 





; 若 对 vBeB， 存 在 非 负 函 数 KtL)， 满 


足 : 
P(XeB|IYeL)= [fulDau 


ueB 


称 fl) 为 了 关于 Ye 工 下 的 条 件 概 率 密 度 函 数 (c.p.q.f)。 
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例 5.4 设 XN (2,1”),L={20}， 求 : 在 { 从 0 下 的 条 件 分 布 函数 及 条 件 c.p.qf。 
解 : ” 当 x<0 时 ，P(X< x|X> 0)=0， 
当 x>0 时 
PCY <x| x20) P(O<X<x) [D(x -2)- 0(0-2)] 
P(X >0) 1- CC2) 














o 


0 x<0, 
2 
故 Fxjxz0(X) = Se 
1 (0.9772)-1 志 Fe 2 du 0 
水 








2 
ne F! (x) = _(x-2) 
ey (0.9772)-1 . 





0 x<0 


_ 2 
所 以 fxIxz0 Co) = (0.9772) 7 和 ee 2 x>=>0 
A 








对 于 一 般 的 r.v. 卫 a<bp， 求 了 在 a<X<b 的 条 件 分 布 (c.df.)， 通 常 称 为 的 截 尾 分 布 
函数 。 














定义 5.5 给 定 上 Fe 忌 ，P(7eD>0， 者 [elDa<to， 则 称 : 


ECXKI7e 万 = 人 :f(Dar (5.4) 
为 了 关于 Ye 工 下 的 条 件数 学 期 望 。 
如 上 例 ， 素 N(2,1”)， 
人 _Gc2 2- 
E(X|X>0)=@®7 (2 2 =@ (2)(2+PQ2)- 

(XIX>0)=® (| e 1 pp 
显然 ， 条 件数 学 期 望 ECXI 王 y) 是 代 局 限 在 we {=y} 的 局 部 加 权 平 均 ， 它 是 y 的 函数 。 类 
似 于 以 d.rwv. 为 条 件 的 条 件 期 望 ， 定 义 一 个 新 的 随机 变量 ECX， 使 其 在 we {二 y} 时 的 取 
直 为 EC Y=y )。 
定义 5.6 ”对 二 维 rv 有， 设 了 具有 p.df 为 f7)， 对 EBM<t%0， VyeR, E(X|Y=y) 
存在 ， 若 随机 变量 E(XI) 满 足 : 
(1) ECHY) 是 了 的 函数 ， 且 当 we {二 y} 时 ，E(X|D) 的 取 值 为 : EC 天 7 让; 
(2) 对 vLeB， 恒 有 : E{E(CXIDIYeL}=E{XlYeL}。 
则 称 随机 变量 ECXID) 为 了 关于 了 的 条 件数 学 期 望 。 


(2) 广义 的 全 概率 公式 
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上 述 定 义 ， 易 知 


E(X)=E{E(X|Y)} = E(XIY=y) /rd = E(XIY=y)aP(Y < ») (5.5) 

















这 是 因为 : 注意 到 ， 当 取 L=R=(-%,+o0) 时 ， 














EX-E {XIYeR}=E{ECOI YYe(-%,+%0)}=E{EQID}= | EC(X|Y =»)fy (ay 


当 取 让 (@) 时 ，E()=E(14)=P(4)， 又 E(W4| 严 y)=P(4| 二 y)。 则 由 (5.5) 式 有 





P(A)=[% P(AIY =y) fy dy = [P(AIY =y)dP(Y < y) (5.6) 


(5.5) 及 (5.6) 式 可 看 作 是 广义 的 全 概率 公式 。 
应 用 (5.6) 式 ， 若 取 4=(X< x)， 则 : 











PEx)= Ey (0))= E(xew |Y= VaP(Y < y) 


=[ P(X<x|Y=y)dP(Y <y)=[ P(X <x|Y=y)dP(Y < y) 


> 


eh 


P(X<x)=[ P(X <x|Y= y)aP(Y < y) (5.6a) 


(3) 条 件数 学 期 望 的 性 质 


设 E7，E(H7)，E(h())，E{8gCOA( 站 存在 ， 则 : 
GO ZL] 一 ED 功 ; 


(ii) EC C,X,|Y)= C,E(X,|Y); ass. 


(ii?) 若 环 了 独立 ，E[h(DII=E(h(7D)); a.s. 
(iy) EXIX)=X, E(e( XN)=e(X), a.s. 
Ele RYN Y= VEL NY a.s. (5.74) 
EleOR YEELA WDE) a.s. (5.7b) 
这 些 性 质证 明 请 读者 思考 并 作为 练习 。 



































现 就 最 后 一 个 等 式 证 明 如 下 : 
设 (VD 有 jp.df xy)， 设 7) 是 了 的 p.dy:， 于 是 











EgCOAT = | ed) fo yardy = | 这 dj) fy Yay 


=|" Eg CONY = yh() fy (9)dy = Eth WEL 
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特别 地 ， 若 取 (oj=gC0，HD=1 得 : P(A)=[”P(4IY= 力 fy (y)4dy ， 这 正 是 全 概率 


公式 ! 
下 面 举 几 个 例子 以 加 深 对 上 述 概念 及 性 质 的 理解 和 认识 。 


























例 5.5 设 (YD~N(,p2,07,07,p), 求 E(YIX)。 


解 : ” 先 求 了 关于 下 x 的 cp.df。 
f(x,y) 
fx (Xx) 





fyx-Ay |x)= 





1 1 
三 J dp 3 exp{ po [2 poso7 (x— 4)]} 
2 


即 fyx-Ay I~ Nu + poso7 (x—14),07(—p°)] 
及 了 Ho 一 三 ， .JesOlDd=Am + posor (x—11) 


得 : EDO=Hm + posor (X— 1) 


(5.8) 


从 此 例 中 我 们 看 到 : 三 元 正 态 分 布 (站 的 条 件数 学 期 望 是 处 的 线性 函数 ， 这 也 正 


























是 正 态 分 布 的 重要 性 质 之 一 。 
例 5.6 设计, 名 独 立 ， ~Ex(), 大 12。 求 : ECXI|X1< 加)。 


解 : P(X1>x|X1<%)= 
( 1 | 1 2) P(X1 <X,) 








其 中 ; PCYi>x, SB)=[? P(XI >xu< XIX =WNe 人 = ?Plu<X, Ne au 





-je ath)gy = th) 
~ N+ 
六 ha 4 
PASH) NR” P(X xX =dPO < x)= "ee 2 Ne tadr=— 
41 +42 
% 二 1 

所 以 : EAXISB) "POX >x XI SX dr =e Max = ee 

1 十 人 2 


下 面 ， 我 们 来 证 明 与 这 个 结果 相关 的 指数 分 布 的 一 个 有 趣 性 质 : 
命题 5.1 设 钱 ,名 独立 ， 有 日 斋 ~Ex( 0), 二 1,2， 则 : 

E(XIX1SX 3)=E[Lmin(Xi1,X)] 
证 明 : 因为 : 





P(min(K LB)>0)=P(X1>t, b> ee LY 
P(min(Ki,b)<D)=1-e He) 
得 min(X1,X) ~Ex( 1 1 十 14,) 
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例 5.6 的 结论 : ECVXI<%)=E[min(X1, 名 )]= 








a 
A +4, 








车 推广 这 个 结论 可 得 : 
命题 5.2 若 寻 ,b…… 闷 独 立 ， 且 总 E( 4 三 1，… ,n， 则 : 
min(Xi, “"", XL,) ~E( 41+ ,十 … 下 示 刚 

















Bmin Xi)=(24) 
例 5.7 设计 ,加 , 避 独 立 ， YEx( 和 0), 计 1,2,3。 求 : E01X1<SP<X)。 
解 : ECOIXI< Bz Bs) = ETIXNK< P< B= EIN Bs HEN XS Do 
<X;) 
1 
和 ++ 加， 








由 命题 5.2 知 : EV< 有 < 训 )= 根据 指数 分 布 的 无 记忆 性 ， 有 : 


























E(X XX1< X,< Xi;)= E(X| XH;)= E(X NX)= pin 
2 3 


1 1 


故 : ECBIX1 < = | 
Co SX hs) Pr 





3 条 件 概率 、 条 件 分 布 函数 的 推广 


现在 我 们 用 条 件数 学 期 望 的 概念 对 条 件 概 率 、 条 件 分 布 函 数 的 概念 加 以 推广 。 
设 二 维 随机 变量 (了 尺 及 任 一 随机 事件 BesB, 记 已 为 下 的 示 性 函数 。 则 PLD)=ECa(o))。 


我 们 称 : P(B| 站 三 E(15(@)17) 为 事件 B 关于 随机 变量 了 的 条 件 概率 Vxe R， 取 


B=(@: 和 x) 则 称 ， FX| 妨 全 P(XS< x|)=E(1xewy|D 为 关于 了 的 条 件 分 布 函 数 。 

这 样 ， 前 面 我 们 介绍 过 的 条 件 概率 及 条 件 分 布 函 数 都 可 以 用 条 件数 学 期 望 来 统一 处 
理 了 。 有 些 等 式 可 表示 的 更 为 简练 ， 例 如 : vAe 定 ， 二 维 rv.(%, 门 vxeR ， 有 
P(A)=E(P(A4|7)), P(X <x)= E[P(X <x|7)] 这 正 是 (5.6)(5.6a) 式 的 简洁 形式 。 

4 多 元 随机 变量 的 条 件数 学 期 望 

定义 5.7 设 三 个 dryCCZD, 且 B8<oo ， 则 称 : 

BONY=yp, Zz0= Dip(X = x 1Y = 2 =2) 






























































为 X 关于 开 y, 2=zi 的 条 件数 学 期 望 ， 称 : 
EQNY,Z2)= 》 >》 Ty-y zs) EONY=y,2=2) 
守 7G 








为 了 关于 (7 用 的 条 件数 学 期 望 。 
定义 ， 易 知 E(XIY,) 具 有 以 下 两 方面 的 直观 意义 : 
(1) EY, 妃 是 (7, 妃 的 二 元 函数 ， 当 天 交大 时 ，E(4X1Y,2D)=E(X17=yj,2=20); 
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(2) 对 任意 (D1,D)eB”，E[E(XIY,Z)YeDi,ZeD;]=ELXIYeDi1,ZeD;]。 
注意 : E(XI 了 YD 是 (7 的 二 元 函数 ， 因 此 这 样 的 条 件数 学 期 望 刻 划 了 X 与 (ZD) 之 间 
的 概率 特性 。 
对 于 于 是 一 般 r.v., 而 (也 习 是 dry 或 是 crw. 的 情形 , 定义 EAIY,D) 与 前 面 定义 ED 
相 类 似 。 不 难 把 以 上 定义 推广 到 元 的 情况 ， 请 读者 自己 尝试 着 定义 。 






























































以 下 是 多 元 随机 变量 条 件数 学 期 望 的 一 些 简 单 性 质 。 








若 EXl<%， ElX<w，(1< i 闪 n), 如 g( 疡 ,用 |<oo， 则 有 : 








(1) BO ee | ye a.s. 
Xe 

(2) Ele(Y1,°°,Y) A 六 区 ge Yr)ELX) Yi,%** ,Ya]; a.s. 

(3) 若 对 与 卫 …, 六 独立 ， 则 : EL[X| 六)…, 六 J]=EX; a.s. 

(4) E[E(X| 7,…, 六 )]=EX， 表 明 各 局 部 加 权 平 均 的 加 权 平 均等 于 总 的 加 权 平 均 ; 

(5) 对 (%, 了 的 情况 ， 有 : 

E(X|7)=E[E(X|Y,D| Y=ELECI DIY,Z) a.s. (5.9) 

性 质 (1) ~(4) 的 证 明 均 请 读者 自己 补 出 。 以 下 给 出 性 质 (5) 在 d.r.v. 情 形 下 的 证 






































明 : 

先 令 Y=y,, ZL=zk 则 有 : 

ELEAI YD Y=y,szdELEA T=) Ey,Z=zH=E(AN YY)) ELlY=y;,Azd=E(A| Ty); 
故 : E(XID)=E[E(CXIDIY,Z1; 义 因为 


ELE(XIY,Z)IY=7;]= ELE(X|Y,Z)|IY = yj] 

















=> E(XIY=y;,Z=21)P(Z=211Y=7)) 
k 





=2, 2 xP(X = IY=yj,2=27)P(Z=241Y= 7)) 
ki 





= xP(X =x,Z = 2 I7Y=y)) 
k i 


= x P(X=x,Z=2z IY=y;)) 
2 天 





= ExP(X =x|Y=y)) 
SX 
即 ， ECD=ELECOIZ 
上 式 的 直观 意义 留 给 读者 自己 解释 。 最 好 举 一 实 际 例子 ,以 加 深 直 观 理解 。 
对 于 条 件 是 连续 型 的 随机 向 量 的 条 件数 学 期 望 的 定义 ， 性 质 与 以 上 相 类 似 ， 不 再 次 
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5 条 件数 学 期 望 的 应 用 : 最 佳 均 方 预测 


对 二 元 随机 变量 (%, 站 ， 设 对 可 观测 ， 了 不 可 观测 ， 但 对 与 了 之 间 有 一 定 的 统计 关 
系 。 这 时 ， 希 望 用 对 的 某 一 (Borel 可 测 ) 函数 g() 作 为 了 的 预测 ， 记 作 了 =g(X)， 并 力 


求 选取 这 样 的 了 使 E(Y 了 )? 达到 最 小 。 若 了 满足: E(Y_- 了 *)? =min[E(Y -g(X))?]， 则 



























































称 : 了 * 为 了 的 最 佳 均 方 预测 。 


定理 5.1 若 EY 存在 ， 则 Y*=E(YIX)。 


证 明 : 等 价 于 证 明 E[(Y-E(Y|))]< E[(Y-e(20))]， 对 任意 Borel 可 测 函 数 g(29)。 
E[(Y-e00))]= E{ (Y-E(YAY+(E(Y) -e000)))} 
=E[(Y-E(Y)) J+EL(E(YIN) ~e()) 12B[(Y-E(YIONE(YIX) -CD)] 








而 
E[(Y-E(YAXO)(E(YI) -gEE{E[(Y-ETONECYY) -eX 
=E{[E(YIX)-g(]E[ECYIA) -ETD]}=0 
得 : E[(Y-g(¥) J E[(Y-E(YIO)) J+ EL(ECYIY) -el)) J> E[(Y-E(YIA))] 








故 : 了 *=E(YI)， 即 条 件数 学 期 望 EY 是 对 了 的 最 佳 均 方 预测 。 

这 表明 用 妨 Z 5 描述 了 与 了 之 间 的 关系 是 最 佳 的 刻 划 《〈 均 方 意义 下 )。 它 比 用 pxr 仅 
刻 划 两 者 之 间 线 性 关系 的 密切 程度 要 更 深入 与 精细 。 

在 本 定理 的 证 明 中 ， 充 分 应 用 了 条 件数 学 期 望 的 性 质 。 可 见 ， 恰 当地 运用 这 些 性 质 
往往 可 以 使 问题 得 到 大 大 的 简化 。 


例 5.8 设 (Y,D)~ N (pn, p07,07,p), 用 芯 预测 Y, 求 Y*。 
























































解 : 了 ”=E( 了 DD)， 由 例 5.5，E(YID=pW + poso7'( 了 -1)， 故 





7*=E(YX) =p + posor' (X — 1) (5.8) 
车 用 名, 加,…, 包 ,的 某 一 (Borel 可 测 ) 函数 作为 ,ii 的 预测 ， 则 总 ;+ 的 最 佳 均 方 预 
测 为 ， 了 XY 1=ECViiX1 …, 加 )， 如 右边 存在 的 话 。 
例 5.9 设 {ewn21}iid， 且 ej~N0,0”)， 和 =0， 加 -aX1=en (al<l 常数 )， 用 已 知 
久 , 厂 … ,去 预测 卫 ,1 ， 求 1 的 最 佳 均 方 预测 。 
天 一 


解 : | ;= a’e, <kz<n, 知 X1,X 与 gl 独立 ， 


h=1 
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Xi = EX [XI Fi)= ElaX, + En |X1,…X,) 
=E(aX, | X11 .X,) + E(enn | X1,…, X,)= aX, + he, 


定义 5.8 设 二 维 x.v.(%,D, 若 E (XD) 存 在, 则 称 D(X|7Y)= EI[(X-E(X|7)? | 四 是 


成 关于 了 的 条 件 方差 。 
易 知 : DCID=E(X |D-(ECND)。 








§6 母 函 数 























对 于 取 值 非 负 整数 的 r.v， 其 母 函 数 有 极其 良好 的 分 析 性 质 且 又 便于 计算 和 分 析 ， 
此 引入 母 函数 是 非常 必要 的 。 母 函数 又 称 生成 函数 (Generating function)。 





[Ea 





定义 6.1 对 于 数列 {a, n>0}， 称 窜 级 数 sg@-=》 as" (sk ]) 为 fa n>0} 的 母 函 数 。 


例 6.1 对 组 合 数列 C0,C1,…,C2 ， 其 母 函 数 为 ge)= Cst =(+s" 。 
k=0 








定义 6.2 设 X 为 非 负 整 值 随机 变量 ， 它 的 概率 分 布 为 PQE=D=pp 厂 0,1,2…， 则 称 





gs EGG 二 Pit sl<1 (6.1) 
为 的 概率 母 函数 ， 简 称 为 母 函 数 。 
1 几 个 常用 分 布 的 母 函数 
(1) 二 项 分 布 


设 素 B(n,p)， 则 它 的 母 函数 为 : g(s)=(gtsp》 


n n 
g(s)=E(s = Epes = 二 Cr 了 -站 "=(g+oD)” 





由 上 式 可 得 二 点 分 布 的 母 函数 为 :，g(s)=q+tsp。 
(2) 泪 松 分 布 




















设 钱 服从 X~Po( 和 )， 则 其 母 函 数 为 : g(s)=e*” 
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多 
a 4 e Sh 0-4 .0s -oa46- 
k=0 kl! 
(3) 几何 分 布 
设 了 服从 参数 为 p 的 几何 分 布 ， 即 PQ= 有 =g"p， 厂 1,2,…， 则 其 母 函 数 为 : 
8(5)= ps/(1 — gs)。 





g(s)=E(s)= >》4 生 ps = 
k=1 1—gs 


2 母 函 数 的 基本 性 质 


(人 
(1) p= ke No={0,1,2, °°} 


(Fk) 
若 已 知 苑 的 母 函数 ， 则 由 p= 2 唯一 地 确定 {pf=0,1,…}。 所 以 说 , 区 的 概 


率 分 布 fpwl=0,1,…} 与 其 母 函 数 g(s) 是 一 一 对 应 的 关系 。 
(2) 设 非 负 整 值 随机 变量 站 , 史 ,… 加 相互 独立 ,而 g1,g2,… gs 分 别 是 它们 的 母 函数 ， 





























则 闫 X 的 母 函 数 为 


k=1 


g(s)=g1(s)e2(s)""…gn(s)= | [ 876) (6.2) 
k=1 


证 明 : 由 定义 可 知 : 


g(s)= E(s ttYn) = E(s Xl 1 (s) 











上 式 第 三 个 等 写 是 由 于 了 凶 ,…*%, 独立 。 
该 性 质 为 寻找 相互 独立 ( 取 值 非 负 整 数 的 ) 随机 变量 之 和 的 概率 分 布 带 来 方便 。 见 
下 面 举例 。 




















3 ” 儿 个 应 用 


例 6.2 设 卫 , 右 … 有 iid，Xi~B(,p)1<k<n， 求 严 》X 的 分 布 。 


= 
解 : 如 服从 两 点 分 布 ， 其 母 函数 为 : g1(z)=qtpz; 又 由 于 天 同 分 布 (=1,2,… nn)， 
定理 6.1 可 知 无 了 及 的 母 函数 为 : g(z)=(gtpz)”， 则 由 pe gO0) 可 求 得 了 的 分 布 得 






































lI 
o 














例 6.3 设 了 五 , 怠 独立 ， 且 总 ~ B(np), 二 1,2， 证 明 : + 名 ~ Blnitn2, Dp)。 
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证 明 : ! gxi(s)=(q9+sp)" 及 (6.2) 式 有 
gx (s)=(sp+9)" (sp+q)" =(sp+q9)" 
所 以 XI+X)~ B(nitn2,p) 证 毕 o 


例 6.4 设 71,7… Tiid 且 7T,~G(p),0<p<1， 参 数 同 为 p， 求 S= >》 站 的 分 布 。 





























解 ， 了 服从 几何 分 布 。 则 其 母 丽 数 为 89) ， 于 也 独立 同 分 布 ， 则 S 的 母 





函数 为 Oa 然后 ， 我 们 将 其 展 成 暴 级 数 ， 从 而 找 出 9 的 分 布 : 
gs 


全 )” De ey hae A ss) 
4s k=0 K! 





-Poh a -> 一 p” ght) n gtk -Yc 1] n a ns 天 


=n 


所 以 5 的 分 布 为 : P(S,=D=CE pq",k=n,n+1,… 





例 6.5 设 XY, 了 ;相互 独立 ， 有 Xj ~ Po 大 =12。 证 : 克 +X ~Po( + 人 7) 


证 明 : 由 已 知 闷 ~Po0D， 知 gt()=e67 ,大 =12， 且 次, 站 互 相 独 立 。。 则 马上 + 浆 





(A+42)(s-1) 


TT 





的 母 函数 g(s)= g1(s). 8g,(s)=e ， 所 以 Xt 和 ~Po(N1t+ 和 op) ”证 毕 。 


这 与 第 三 章 的 有 关 结论 相同 ， 但 证 明 较 简单 。 足 见 母 函 数 的 威力 。 





























4 母 函 数 与 数字 特征 及 期 望 的 关系 


(1) 母 函 数 与 数字 特征 的 关系 
定理 6.1 母 函 数 与 期 望 和 方差 间 的 关系 可 如 下 表示 
EC0=8(D，DOO=JorCO=g"(DHe(D-[gCD (6.3) 


证 明 : 由 定义 g(s)= 于 pus 两边 对 s 求 导 ， 有; 
天 人 

















g's) 开 急 18 和 =D hpies” 
k=0 大 =1 
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因此 gGD)= 三 to =EX ， 而 gr ZK Dprx =E/X(X-1)]=E(X)-E(Y) 





所 D DX=EX -EX) = g" (1)+g' (1)-[e' (OT 证 毕 


(2) 母 函 数 的 期 望 表 示 

















我 们 由 母 函 数 的 定义 gxs)= stP(X = 有司 =E(sX) 可 知 ， 的 母 函数 就 是 的 数学 
k=0 

















期 望 , 即 在 母 函 数 与 期 望 之 间 有 紧密 的 联系 ,使 用 母 函 数 的 期 望 表 示 可 以 简化 母 函 数 的 运 
算 、 证 明 。 这 一 点 在 证 明定 理 6.1 时 已 经 看 到 了 。 


























例 6.6 在 一 次 核反应 中 , 某 个 粒子 可 能 分 裂 为 2 或 3 个 粒子 或 不 分 裂 。 这 三 种 可 能 
性 相应 的 概率 分 别 为 pp、p3 与 说， 新 粒子 的 分 裂 性 态 是 相同 的 (与 原 有 粒子 分 裂 性 态 相 
同 )， 并 且 分 裂 的 情形 彼此 独立 ， 求 两 次 反应 以 后 粒子 总 数 的 分 布 。 

解 : 令 总 = 第 一 次 反应 后 的 粒子 数 ， 筷 = 两 次 反应 后 的 粒子 数 。 

题 意 E(s%)=g(s)= pis+ pss*+p3s*， 求 五 的 母 函数 E(sY)。 由 于 两 次 反应 后 的 
总 粒子 数 ， 是 由 一 次 反应 后 各 个 粒子 分 别 独 立 的 分 裂 (或 不 分 裂 ) 产 生 的 粒子 总 和 ， 故 有 
= 了 tt*…+Yy ,这 里 了 = 第 一 次 反应 后 第 ;个 粒子 分 裂 产生 的 粒子 数 , 二 1,2,3, 了 与 






























































































































































Xl 同 分 布 , 故 gK9)= E(s*); 由 定理 6.1，EG2)= EC ”ma)， 由 于 为 是 随机 变量 ， 

















应 用 条 件 期 望 性 质 有 : E(s 们 )= E[E(z 0 | 站。 因为 : 
Es A X=)=ENt Ht | X=)= Es Yt +t) = EY )E(s®)...E(sY )=[g(s)]* 


有 : E(s |X1)=[g(s)]Y， 得 E(s 和 2)=El(g(s) ”1]， 故 将 E(s*%)=g(s) 的 s 换 





成 g(s) 即 为 及 的 母 函数 E(s*?)=g[g(s)]。 
有 关 母 函数 的 详细 内 容 可 参阅 费 勒 (Feller) 名 著 “ 概 率 论 及 其 应 用 ”第 二 卷 。 






























































练习 题 




















4.1 对 某 一 目标 进行 射击 
次 数 的 均值 和 方差 。 
4.2 求 超 儿 何 分 布 的 均值 和 方差 。 


直到 击 中 x 次 为 止 ， 如 果 每 次 射击 的 命中 率 为 p， 求 需 册 击 
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4.3 若 针 的 密度 函数 是 偶 函 数 ， 且 E(X*)<o%， 试 证 ，|X| 与 不 相关 ， 但 它们 不 相 
互 独立 。 








4.4 设 轮船 横向 摇摆 的 随机 振幅 尤 的 概率 密度 为 ， /Co = 4xe 2 7 。 求 (1) 4 
(2) 遇 到 大 于 其 振幅 均值 的 概率 ; (3 ) 了 的 方差 。 

4.5 某 袋 中 装 有 N 张 标号 1 至 NN 的 票 券 ， 按 放 回 方式 逐 张 抽取 ， 问 ; 
(1) 到 第 一 张 抽 出 的 票 券 再 次 被 抽出 时 为 止 ， 抽 取 的 期 望 数 是 多 少 ? 
(2) 到 第 一 次 出 现 重复 时 为 止 ， 抽 取 的 期 望 数 是 多 少 ? 

4.6 从 [0，1] 中 随机 的 选 n 个 点 ， 分 别 求 这 个 值 的 极 大 值 ， 极 小 值 和 极 差 的 均值 。 























































































































4.7 设 X~N(1,0”)，Y~ Po(),P(Y= 有 =e /kl,keNo， 了 了 独立 ， 求 
Z=X/(Y+1) 的 pdfR EZ. 


4.8 设 {X,,] <i<n}iid., 久 ,~~U(0,1), 也 ,六 ,,、,…, 习 ,为 其 顺序 统计 量 
i i (D) (2) (n) 





~ 


5S, = 2》,X;， 求 : n=3 时 的 EX), EX(,, EX 和 ES,。 


(Da (2)3 
i=] 


4.9 设 {X,,1 <iz<n} 独立 且 X, ~ Ex(4)” i=1…,n。 求 : 








(DE (XX < X,), 
EA XI SX < XE TSX < XN BY NY < XY <X), 


GB)E(XIX, < X, < < X,), 








(EX AX2 入 和 如) 。 试 分 析 以 上 结果 ， 并 从 中 找 出 有 益 的 结论 。 





























4.10 设 蕊 为 取 值 非 负 整 数 zrv， 证 : EX = 六 P(X> 门 ; 设 xv7 宇 0， 分 布 函数 为 F(s)， 
n=l 





证 : EY=J0[1-F(s)]as。 














4.11 某 箱 中 装 有 n 张 标号 1 全 的 票 券 ， 按 放 回 逐 张 抽取 。 问 : (1) 到 第 一 张 抽出 的 票 






































券 再 次 被 抽出 为 止 ， 抽 取 的 期 望 数 是 多 少 ? 2) 到 第 一 次 出 现 重 复 为 止 ， 抽 取 的 期 












































望 数 是 多 少 ? (3) 若 上 只 抽取 m 次 ,最 大 票 券 号 码 的 期 望 数 是 多 少 ?” 如 是 以 无 放 回 方 
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式 抽 取 m 次 (m 三 n)， 回 答 同 一 问题 。 
4.12 设 { ,n>1iid.P (Y=1)=p>0,P(Y,=-l)=1-p=gq>0,X,=0, 


X= DA + {B= 
i=1 














争 + 允 + 玉 + + 驴 =3 。(1) 当 p= 区 时 ， 才 , 少 是 否 独立 ? 相 容 ? 证 明 你 





的 结论 ; (2) 求 P(B， 1B,), P(BB,), P(B, JB,); (3) 求 P(X, =R)(-n<kz<n); 





(4) 求 ，E(X | 了 ,本 ),B(X | 了 ,) 的 分 布 律 ，(5) 求 E(T | ) 分 布 律 。 























4.13 设 水 电 公司 在 指定 时 间 内 限于 设备 能 力 ， 其 发 电量 对 (万 fw) 一 CU[10，23] (均匀 





















































分 布 )， 用 户 用 电量 了 (万 pw) 一 C[10，20]。 假 设 蕊 与 了 上 独立， 水 电 公司 每 供应 Lew 




































































EE 得 到 0.32 元 的 利润 ， 但 空 耗 每 fw 电 损 失 0.14 元 ， 而 如 用 户 用 电量 超过 供电 量 时 ， 


可 了 
































公司 需 从 别处 补 电 ， 每 lkw 电 反 而 赔 0.20 元 。 求 在 指定 时 间 内 ， 该 公司 获 利 Z 的 数 


C 























人 
学 期 望 。 


4.14 设 N ,N) 独立，N 一 pi=12，(1) 求 BCON |N +N = 门 :; (2) 求 


志 





E(N, | AN +N,)RKE(N +N, [NI 的 分 布 律 。 





4.15 设 U=aX+b,，V=cY+d,， a 。c>0。 证 : Du = Pyy。 





4.16 设 X,X,,iid.,X,~N(0,1), 求 E (XI 和信 X,) 及 E (Xv X,). 


1 
4.17 了 =( XY ~ Np 5), A 令 
3 








a jx (1) 求 了 =( 马 ， 思 并 的 协 方差 矩阵 ， 巨 ( 罗 |) 及 E (Y +472); 





(2) 求 E (X2> [Xi =X) 及 D (X2> [Xi =x)=E{[X,» 一 已 (X,» [XI =x)] | XI = 如 ; 
(3) 试问 ，{X2 - 巨 (Xo|X1 与 Xi 是 否 独立 ? 证 明 你 的 结论 。 


4.18 设 {X,,1<i<n}iid.。(1) 当 卫 ,> 0 时 ， 证 : 
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Nn 
dl 








EE = 区; (2) 证 ;cov 区 ,> |=nDXI; (3) 试问 (1) 的 结果 能 
1 十 … 十 六 = 











否 推 广 ? 请 具体 给 出 并 证 明 。 

















4.19 设 P(A)=0.5,P(B)=0.6,P(B| A)=0.8, 求 E(T,s11y =D，EFCO 7 =0)， 


及 天 (Ap |7,),E(T /Us [71,7;) 的 分 布 律 。 











4.20 设 4，B，Cem， 试 用 定义 证 1 (1) EEC 178))=E(14)), C2) E(7,|1;)= 
E(E(T4 |1g,lc)|1s)= E(E(L4 |Tg)|Ts,lc). 

4.21 设 人 也 ,>1id.P =1)=p>0,P(Y, =0)=r>0,P(Y, =-D=9>0， 
D+I+r=1 令 =0 , 工 = > ,4= 0 A A yp eb ee 


(1) 求 P(4B),P(B|A), P(A B); (2) 求 EXi00, DXio0s COV(Xio0, X400) 及 Xio 


与 Xjo6 的 相关 系数 ;， (3) 求 E(Ts 17 =1),E(1s 1714 =0) 及 E(T; | ) 的 分 布 





律 ; (4) 求 E(X, | 了 1 =1) 及 E(X。 | 了 ) 的 分 布 律 。 


4.22 设 {Y,n> liid.P(Y, =1)=p>0,P(Y, =0)=r2>0,P(Y, =-l)=g>0, 


p+q+r=1 令 X,=0,X, = =X,—n(p—9),), =(g/pj 3 


i=1 


(1) 证 EU, = EU,, EV, = EV,,Vn22; 





(2) 求 E(U， [Uo,Ui,U,), E(V, [7,,V ,VD,) ; 


BE E(U,n [U0,U1,**,U,) =U,, EV,, [Vo Ks) = 








(4) 试 考虑 (3) 的 结论 是 否 可 以 推广 ? 


4.23 设 {Y ,n>1iid.P(Y, =1)=p>0,P(Y, =0)=r>0,P(Y, =-1)=g>0, 


i 


i=] 


小 
瑟 
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T=minfn:n>1,X, = 一 1 或 X, =2}, 试 求 P(X; =-]) 及 P(X; =2)。 


4.24 设 Y~UL0, 1], 令 Y, = 1 n>0 (1) 求 EY,,E(YY),E(Y, |Y); 


k=0 2" (EE<7<tt)? 
i 


02) 求 EY,,E(Y, |¥,Y,); (3) 求 ECY, |Y,), EGC, [YY,) 。 


n 





. 


425 设 {Y,n>Diid, Y~N(0,07)1<k<n, 令 XX =exp 任 (7 ++ 了) 一 笃 


20 


(1) 求 EX,,E(X, | X=x), Vxe R; (2) 求 E(X,, | X,,…, X,)。 


4.26 设 7 一 5[0.1]， 令 了 = y 和 zz0, 达 = [ee ew ).2",n >] 


k=0 27 (上 <7<4)， 





(1) 求 了 在 给 定 也 ，… 丈 下 的 条 件 忆 4; (2) 求 E(X， | X1), E(X, | X1,X,); 


(3) 求 E(X | X,), E(X, | XX,). 


n+l 


4.27 设 {X,,1 Sisn}iid., X,~U (0,1), 对 vO<t<1ie N,(D)= 7 Tx) 





FD)=TN,(D),0n (0)= Vn(F,(D) -7): (1) REN,(D), EP, (RDF,(); 





(2) V0 <s <t<1， 求 给 定 和 N,(s) 下 N (1) 一 NN,(s) 的 条 件 分 布 律 ; 





(3) V0<s<t<1, 求 B(N,(1) -NN,(s)|N,(s)) 的 分 布 得 





5 


(4) vte[0,1]， 固 定 。 证 Ve >0, lim P(P(0)-tl<e)=1。 
n— 0 














4.28 设 {Xi,1<k< 册 独立 且 了 Y， ~ Ex(4)， 千 = 消 >0， 即 子 , 的 分 布 函 数 为 (1) = 














de )7ozo ， 瑟 0 于 0 于 mn 为 其 顺序 统计 量 W>0NnOD= 丈 -70oxasn ， 


BO=N Dn Or = Xo + XH)/ElSESn (1) 求证 Vi>0， 





E(F,(D)=F(D); (2) 记 Xo0 =0 求 (Xp -Xp) 的 pdf 及 E(X(p -XD), 








l<k<n ; (3) 证 Xa X00) -XK 0n) -Xo 1) 相 互 独 3 ; (4) 求 证 


E(O,1)=0=1/4. 








4.29 己 知 n 维 随机 向 量 人 ~N (0,D,， 玫 = 了 为 n 阶 单位 矩阵 , 试 证 : XX'5 1X ~ (n)， 
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其 中 y20o) 的 定义 见 题 3.30。 














6 3 2 
4.30” 设 X~N (4， 区 )， 其 中 =0，571=|13 4 1|， 求 (XY,,XX;) 的 联合 密度 以 
2 





及 加 =n 的 条 件 下 ，(X2,X3) 的 条 件 密度 。 





4.31 设 N 同 第 二 章 2.31 题 中 的 定义 ， 求 EN。 











4.32 设 {X4,1<k<niid.:Xi ~U[0,1]， 了 (),…, 耻 (n) 为 其 顺序 统计 量 ， 试 求 


EX(p,(l<k<n)e 





4.33 设 rvX，EIXI<w%，Ae 中 (4 为 事件 )，{Bi，1<k<n} 为 样本 空间 .02 的 一 个 分 解 ， 








P(AB1) >0, Vk efl.i,n}, 证 : (1) 到 = 六 P(B,)E(X|B), 
k=1 


O) E(X|A)= > P(Bi|A)E(X | 4B1). 








4.34 设 忆 (x) 与 F(x) 同 第 三 章 3.33 题 。 (1) 求 EP,(x)，(2) 利用 契 贝 雪夫 不 等 式 证 明 : 











ve >0, lim P(| P(x) -F(x)|< a)=1，(3) vxeR 固定 ， 证 明 : P(lim F(x)=F(x))=1。 
n> Nn—>% 





4.35 设 (X%, 让 ，21,2; 同 第 三 章 3.34 题 。(1) 求 Cov(21,2Z;)，(2) 证 明 : 2 与 相互 独立 。 
4.36 设 卫 二 (, 五 )” ~NMb 习 为 二 维 正 态 ， 令 天 48 其 中 4=(ay)2w2 为 非 退 化 2 阶 和 矩阵 ， 
证 明 : 及 Na 4240。 























K+ 一 | 


rl 


4.37 下 二 项 分 布 PC- 有 =| jor Nth =0,1,… 的 母 函 数 。 
4.38 设 非 负 整 值 随机 变量 对 的 母 函数 为 g (z)， 求 了 +1 及 2X 的 母 函 数 。 


4.39 求 分 布 列 ， 其 母 函 数 为 : (1) 了 + 可 ; 二 ; (3)e”!。 
Se 











4.40 直接 找 出 下 列 特征 函数 的 分 布 函数 。(D) cost ; (2)cos”t。 











4.41 设 非 负 整 值 随机 变量 对 的 母 函数 为 g (z)， 求 : (1) ZL PX < hz, 











(2) 5 P(X =2k)z*, 
k=0 


4.42 在 重复 独立 实验 中 ， 每 次 实验 成 功 的 概率 为 p， 令 闻 为 首次 在 成 功 之 后 即 直 到 失败 
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的 实验 次 数 〈 即 “和 后 n” 意 味 着 第 n-1 次 实验 成 功 ， 第 n 次 实验 失败 ， 但 在 前 n-2 
次 实验 中 没有 一 次 失败 是 紧 跟 在 成 功 之 后 的 ),。 求 的 母 函数 ,并 找 出 E(X),Var(X)。 




















4.43 设 行 ,,n> 了 是 ii.d 非 负 rwv.， 生 成 函数 为 Gy(s) 。2Z 一 GU- P) 是 参数 为 1- D) 的 几 








Z 
何 分 布 , 即 P(Z =K)=0-p)p“,keN, 且 Z 与 位 ,,n>1} 独 立 , 令 荆 = 7 ， 试 求 
n=l 


X 的 生成 函数 。 
4.44 设 员 ,7 独立 。(1) 如 ;一 Bl;,p),i=1,2, 证 XI+X ,一 B(nj +n2,p)。 











(2) 如 XY; ~ P(4),i=1,2， 证 了 X] +X, ~ P(N +4,) o 
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本 章 主 要 讨论 随机 变量 序列 一 些 基 本 的 极限 定理 。 包 括 : 独立 同 分 布 随机 变量 序列 
的 弱 大 数 定律 ; ii.d.r.v. 序 列 的 中 心 极限 定理 ; 特征 函数 及 其 性 质 ; 几 种 收敛 概念 与 相互 
关系 等 ，ii.d.r.v. 序 列 的 强大 数 定律 。 















































§ 1. 大 数 定律 


























这 里 研究 的 大 数 定律 ， 主 要 内 容 是 研究 独立 随机 变量 序列 的 前 n 项 算术 平均 在 什么 
条 件 下 以 概率 收敛 到 它们 的 数学 期 望 的 平均 。 


众所周知 ， 在 1 次 独立 重复 Bernouli 试验 中 ， 事 件 4 出 现 的 频率 广 (人 = 在 















































一 定 概率 意义 下 趋向 事件 4 的 概率 ， 这 早已 为 大 量 试验 结果 所 证 实 。 那 么 它 的 理论 依据 
是 什么 ? 如何 来 确切 刻 划 以 上 事实 ? 下 面 定 理 给 出 答案 。 

定理 1.1 (Bernouli 大 数 定 律 ) 设 j(4) 是 n 次 Bernouli 试验 中 事件 4 出 现 的 次 数 , 且 
P(4)=p。 则 : Ve>0， 



































Lu 


n 
n 


Lim P{@ :| 





-pl<é}=1。 (1.1) 


证 明 , 令 ,， 区 - 1 ”第 次 试验 出 现 4 
0 第 ;次 试验 不 由 现 4 








， MX, 1<i<n} iid., X~B(1,p), E X=p, 


Ls 








Hn A 




















n ] 7 ln 1 n 
DX=p(l-p), Hn = 2 Xi, Eo=E(-2X;)=D, DT=D(->X)=—D(>X)= 
i=] Nn Nn i=1 Nn nN i=1 n i=] 
2 故 由 Chebyshev 不 等 式 知 : Ve>0， 
n n 
0<Pio:| 血 -pe 村 < a >0 (n> 0%) 
n £ n 4ne 


du 


LinPlo: ple=1 ve>0, 
n> n 








以 上 事实 ， 我 们 称 事件 4 的 频率 他 以 概率 收敛 到 p=P(4)， 简 记 为 : 
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n 


人 2 >P(4) (nw) 。 直 观 解释 ， 由 于 nr 时 ，D( 色 ) = D( 各 -由 0， 因而 不 管 
n n 





任 给 多 么 小 的 s >0， 当 半 越 大 时 ， 事 件 包 :| 和 - p|< 人 的 概率 就 越 大 ， 且 越 接近 于 1， 


n 
































即 频率 他 的 取 值 落 在 PP 的 a 小 邻 域 中 的 概率 越 接近 于 1， 即 nDw 时 ， 有 


Po -pke 1. 
n 
对 于 一 般 id 随机 变量 序列 有 以 下 结果 ; 








定理 12 设 17 nding HE -pn DE SE lVYy ;NM vaso 
n 天 
nl 


Lim P{@ :| X, — uke)=1 (1.2) 
no 


称 B 1) 以 概率 收敛 到 h。 简 记 为 ，Xo = 二 芳和 一 全 > 人 
KE 


2 
证 明 : 显然 EX = 上 DY = 和 _ 。 由 Chebyshev 不 等 式 有 : Ve>0 
n 


























1 
0< P{@ :|X, -He}s—o oe 


故 
1 2 
1-— <P{o:X, -Hl<e} <1 
£ n 


即 Ve > 0， Lim P{@ :|X, -Ml<e)=1. 
Nn— 0 





直观 解释 与 应 用 : 




















(1) 若 h 表 测量 对 象 的 真 值 ( 理 论 值 )。 雹 表 第 次 测量 值 ，%, 表 前 n 次 独立 重复 
































车 
| 


的 平均 值 。 显 然 它 的 均 方 误差 E(X, _ 002 = 上 o? 要 比 E(Y, -1)? -=o2 小 。 若 s 表 
n 











测量 误差 限 , (1.2) 式 表明 不 管 精度 要 求 多 么 高 ( 即 6 多 么 小 ), 只 要 取 测量 次 数 n 足够 多 ， 








则 取 其 平均 值 ,就 可 使 落 在 真 值 的 误差 限 内 的 概率 就 可 充分 接近 于 1。 


(2) 记 4(2)={@ :| 耻 , 一 Wl< 8} ，(1.2) 式 等 价 于 : Ve>0,P(4,(e) 一 1 一 oo) 。 
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(3) 注意 此 处 Lim P(4, (2))z P(Lim 4(E)) ， 而 且 此 时 Lim 4, (a) 不 一 定 有 意义 ! 


例 1.1: 经 验 分 布 以 概率 收敛 到 理论 分 布 ) 





设 ryeFX)=P(I<x)， {Xp,<kz<n} iid. 且 及 与 了 同 分布 ，YxeR， 称 





~ n 
所 (0)= Tri<w /7 为 rv 耻 的 经 验 分 布 ， 则 有 : VxeR，n>l 
k=1 


(1) EF,(x)=F(x), DF,(x)=F)0- FON)/n (1.3) 
(2) Ve>0, LimP(|F,(x) -F(a)=1. (1.4) 


p 
简 记 : Lim F(x)=F(x)。 
九 一 ”00 











解 : (1.3) 显然 ，(1.4) 式 由 (1. 3) 式 再 利用 定理 1. 2 即 得 。 























应 用 : 在 实际 工作 中 ， 有 时 理论 分 布 Fan 未知， 可 用 万 On 作为 FC) 的 估计 。 























上 述 定 理 可 推广 为 以 下 的 Markov 大 数 定 律 。 











| n 
定理 1.3 设 { 也 el 为 vs， 若 Lim— D(2,Y)=0, 则 ve>0 
7 一 20 717 k=1 


1 < 和 
Zr P 和 :| 一》 太一 .>》E 玉 Ke 村 =1 


Nfl nl 


证 明 : 利用 Chebyshev 不 等 式 即 得 。 


§ 2 特征 函数 




















第 四 章 的 讨论 表明 , 数学 期 望 、 方 差 等 数字 特征 具 能 粗略 反映 分 布 函数 的 某 些 性 质 ， 
一 般 情况 下 并 不 能 完全 确定 分 布 函数 。 本 节 引 入 特征 函数 的 概念 ， 既 可 完全 刻画 分 布 函 
数 又 可 利用 其 良好 的 分 析 性 质 来 解决 某 些 问题 。 

在 上 一 革 中 所 研究 的 母 函数 为 非 负 整 值 随机 变量 的 研究 带 来 了 很 大 方便 ， 特 征 函 数 
则 是 针对 一 般 的 随机 变量 而 设立 的 。 


1 特征 函数 的 定义 
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定义 2.1 如 果子 7Y 均 为 概率 空间 (Q,F,P) 上 的 实 值 r.v.,, 则 称 E=X+ti7Y 为 一 复 随 机 变 








弛 _ 





且 定 义 复 x.v.& =Xtiy 的 数学 期 望 为 帮 =EX+tiEY， 其 中 i=V-1 为 虚数 。 


一 





























则 由 以 上 定义 知 : E(e)=E(cos 1X+isin 1X)=E(cos IX)+iE(sin 1X) 





定义 2.2: 葫 rv 于 的 分 布 函 数 为 Fx(x)， 则 称 : 


pS Ee =| evarx(w)s[ (costr+isinte)dry (x) 
为 的 特征 函数 。( 简 记 为 cf ). 
若 g(2) 是 一 个 一 维 Borel 可 测 函 数 ， 天 gs( 习 ， 则 有 : 

















站 十 oO a 
Fe" =Ee's™ = | e's I qrF, (x). 


ty 六 
其 中 e =cos tY+isin 1Y. 














简单 性 质 : 
(1) 由 于 | es1， 故 对 任 一 随机 变量 及 实数 1 都 有 意义 ， 即 任 一 随机 变量 都 具有 c.f。 
(2) cj 是 一 个 实 变量 的 复 值 函数 。 
(3) cf 只 与 分 布 函数 有 关 ， 因 此 又 称 为 某 一 分 布 函数 的 特征 函数 。 
(4) 若 总 的 特征 函数 为 pg 六 ， 则 atbX 的 特征 函数 为 : 
oaxD0=e “eg (0 















































(5) p(O)=Ee0=1。 
(6) 对 drv 对 P(X=x)=pj, 拍 1,2,…， 则 下 的 特征 函数 为 : 


gD= Dpje™. 
名 
对 crv.X， 其 p.df 为 f(x)， 则 了 闻 的 特征 函数 为 : 
pW)=[ ef dr 
2 几 种 常见 分 布 的 特征 函数 
(1) 二 点 分 布 ; 


设 筷 B(LD)，9g=1-p， 则 由 定义 可 知 : (DO= exp+ e0g= etp+d 
(2) 泊 松 分 布 : 











k oo ,ak 7 
设 筷 Po0J， 即 ，P(X= 朋 = eke N; 则 ; g(1) = Ye* 7 =e teid =e 
. k=0 . 


(3) 正 态 分 布 : 
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(2) 标准 正 态 分 布 的 cf。 设 庆 N(0,1”)，… | ep 
= V2 


2 2 
x x 


0D 了 1 十 oo 1 
“9000)=[ ewe 2dr=[ costr——e 2dx=0. 
?0 上 V2NA 及 N27 





两 边 对 t 求 导 ， 有 : 


了 





oo , a oo . 1 So 
9'(t)= -| x sintx——e ?dx= 人 Sin tx 。 2 ax 


V27 V27 


x 


十 o0 1 i 
=-—| tcostr——e ?dx=-to9(t) 
V2 克 





£2 
即 可 得 到 微分 方程 : p'(D+tp(O=0, 加 上 (0=1， 有 : p(D =e 2 








( 妆 对 于 一 般 的 正 态 分 布 。 设 系 Nw 办， 可 以 这 样 来 看 : 了 = Se N(0.D ， 
oO 





1 py 
Io 
人 2 


所 以 yero7， 由 简单 性 质 (4) 知 : 9px (1=e*gy(o 1)=e 


3 特征 函数 的 性 质 

与 母 函 数 相似 ， 对 于 一 般 随机 变量 都 有 定义 的 特征 函数 也 具有 很 好 的 分 析 特 性 。 它 
作为 一 种 从 分 布 函 数 到 某 类 实 变 复 值 函数 的 变换 不 仅 具 有 一 一 对 应 性 ， 而 且 还 有 茶 种 连 
续 性 。 此 外 ， 它 与 数字 特征 也 有 直接 的 联系 。 

以 下 均 设 gp() 为 rv.X 的 特征 函数 。 


性 质 1 特征 函数 p(D)， 则 lp(Dl< pg(O)=1， 且 wo(-D = wo(D) 。 
证 明 : 显然 : p(0)=1， 而 
lpOF [ear EE| le ld) < [dF()=1=9(0) 

































































p= Te Var = dF) = p00) 











性 质 2 (0 在 (-oo ,+oo) 上 一 致 连续 。 








性 质 3 若 Ko 存在 ， 则 对 任 te(Coo ,+oo)，(D) 大 阶 可 导 ， 且 
pg 人 人 =itECK4e 红 ) 特别 有 ，p(O(O)= 六 ECK) 


性 质 4 GO) 具 有 非 负 定性 , 即 对 任意 的 正 整数 ”及 任意 实数 加 1p- 与 复数 入 1, 和 
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入 总 有 : 六 > p(Uk -ti)d4; >0。 


k=1 j=1 


证 明 : 显然 对 VreR， 和 Xj 为 复数 ，1<k<n， 有 : 























n n 2 n jf 
[DAdew* PP=(2Memx)(2Mje 7 )>0 
k=1 k=1 j=1 


故 : 


LD A 了 SR 
E|yNhe = YE(e )Adj;= DDO ii) >0。 
k=1 k=1j=1 


k=1 j=1 
性 质 5 设 姥 ---, 加 相互 独立 ，@g1,---, 9p; 分 别 为 它们 的 特征 函数 ， 则 天 凶 +---+ 总 
的 特征 函数 为 9(D)= @1(2) 092(D)---01(?)。 


























证 明 : 9p(1) = Fe 好 = Feit(X1t* +Xn) _ = Il Ee = 上 ler 。 《第 入 个 等 1 号 是 据 了 %， 
--, 各 相互 独立 )。 

性 质 5 是 特征 函数 的 一 条 重要 性 质 ， 独 立 性 问题 在 概率 论 中 共有 重要 的 地 位 ， 而 应 
用 特征 函数 来 处 理 独立 问题 是 简洁 明了 的 。 因 此 cj 在 概率 论 中 有 其 独特 的 作用 。 





























ny 












































4 特征 函数 与 分 布 函数 的 关系 

定理 2.1 分 布 函 数 Fo 到 特征 函数 g(O) 的 变换 是 一 一 对 应 的 。 

注意 9(1)= Be 和 = 人 exdFx(Go 因此 ,9 实质 上 是 由 元 的 分 布 函数 Fo 决定 的 ; 
所 谓 一 一 对 应 ， 这 里 指 : 若 所 09 天 已， 则 1(O 天 gz(D。 从 9(D) 到 Fo 的 具体 公式 如 下 ; 


—it —itb 
io _ oi 


1] -re 
FO) -FO)=3 Lim| oO)dt 





















































其 中 a<bp， 皆 是 F(X) 的 连续 点 。 
证 明 : 略 。 有 兴趣 的 读者 可 参看 [3]，[5]。 
































定理 2.2 分布 函数 序列 { 忆 ,Co,>1} 与 分 布 函数 F(x) 具有 关系 : 
Lim F, (x) = F(x) (对 任意 F(X) 的 连续 点 ) 


























当 且 仅 当 : Lim 91(1)=9(1)， 其 中 有 DD 是 FC) 的 特征 函数 ,而 f(D 是 (0) 的 cf。 











证 明 : 略 。 有 兴趣 的 读者 可 参看 [3]，[5]。 














定理 2.3 设 {7,n21} iid.， 且 EY 二 4V<w%， 则 对 Ve > 0， 
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1 n 
Lim P{@ :|— > Y,.—Wl<é)=1. 
ge Al<a) 





























证 明 : 由 了 ,有 ,…, 有 相同 的 分 布 , 设 它们 的 特征 函数 为 6p(D), 由 他 们 期 望 存在 EY=4. 


故 : 9p(O= @p(0)+ @(0)tto(D=1+i4tto(D); 从 而 区 丈 的 特征 函数 pv(D 为 
k=1 


pi(D)=[o OF =[1+in +o OY 
n n ba 





对 国定 的 teR 有 p, (一 e (n> %) 





而 极限 函数 e “是 连续 函数 ， 它 是 退化 分 布 yp 对 应 的 特征 函数 ， 由 此 可 知 : 














工 》 7 的 分 布 函数 弱 收 敛 于 J 由 引 理 可 知 : 工 六 六 1。 
n 


k=1 nN 1 








5 多 元 特征 函数 


设 随机 向 量 下 C0--- 苔 的 Jp.dA 为 per-- za)， 类 似 于 一 维 我 们 可 定义 随机 向 量 区 
的 特征 函数 为: 








多 (人 et )= BexpG》 不 于 = 人 expC> xn pri x ex dr dey de 
k=1 k=1 


例 : 设 钱 = (X11<k<n)? ~N(b, 轧 为 n 维 正 态 7r.v.， 则 其 特征 函数 为 : 





,了 1 
9(1)= ez ~ =explip 1 一 人 31) 


对 于 nn 元 特征 函数 的 性 质 与 一 元 相 类 似 , 读 者 可 参阅 复旦 大 学 编 车 的 第 一 有 殷 “ 概 率 论 
基础 ”及 Feller 的 “概率 论 及 其 应 用 ”第 二 卷 。 




















$ 3 中 心 极限 定理 





在 实际 问题 中 ， 往 往 要 考虑 很 多 个 随机 因素 对 某 一 随机 现象 的 指标 所 产生 的 总 的 影 
响 ， 而 这 些 指 标的 统计 规律 性 常常 呈现 出 近似 于 正 态 分 布 。 这 些 事实 就 其 原因 是 什么 ? 











[这 




















另 一 方面 ， 对 一 串 随机 变量 序列 {Y,, n>1}， 对 于 其 前 项 和 XX, = 当 n 很 大 时 求 思 
k=1 
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的 分 布 是 件 复杂 的 事情 ， 自 然 希 望 ( 它 们 ) 在 一 定 条 件 下 马 的 极限 分 布 能 够 存在 ， 这 是 
很 有 意义 的 工作 。 本 节 要 介绍 的 中 心 极限 定理 就 是 研究 闷 在 什么 条 件 下 ,它们 的 极限 分 
布 恰 是 正 态 分 布 。 为 使 问题 的 提 法 更 具 一 般 化 和 应 用 性 ， 这 一 节 我 们 感 兴趣 的 问题 是 : 


随机 变量 序列 {Z。xz 宇 卫 的 前 半 项 和 总 经 标准 化 后 ， 即 Z = 二 人 4 在 什么 条 件 下 ， 
JJDZ 










































































下 




















说 


它们 的 极限 分 布 是 标准 正 态 分 
1 独立 同 分 布 的 情形 











o 





定理 3.1 (Lindeberg-levy 定理 ) 设 {Y,, n>1} iid.,， 自 EY= 14，Dh= 0?<%， 











Pe 0 
ET 
A DX, 及 CT 后 :ec 
Lim P(Z, < x)= D(x)= l [e 2 du 
n>%0 /2.x —00 


简 记 : P(Z, < Xx) 一 > ®(x) 


: 1 Y 2 1 1 1 Pn 7 : 
证 明 : 令 了 7 = 之 一 <, 则 EY，=0, DY，=1. 设 Y 的 特征 函数 为 p(t) = Ee , 则 
O 








pO=1+ip(O + 2 1? + o(t?) 
Be 
2 
2 2 
2 的 特征 函数 为 :p(_E) -1_ + 人 。 故 忆 的 特征 函数 为 
Vn n 2 .7 n 


2 2 
| 2 2 


1? a 
2 ={[1 i 


£2 


大: Lim9,()=e 2 。VxreR 


Lim P(Z, <x)= P(x)= = e 2du 
Nn—>%0 .i 














以 下 是 中 心 极限 定理 几 个 简单 应 用 的 例子 : 
(1) 正 态 随机 数 的 产生 
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计算 机 上 通常 可 以 生成 服从 [0,1] 上 均匀 分 布 的 “ 伪 随 机 数 ”。 如 何 由 此 产生 正 态 分 布 
的 随机 数 呢 ? 














n 


设 { 有 五 ， 这 1 iid.， 且 Zw~U[0,1]; 令 针 ,= 》 了 7 了。 记 所 0 为 XY, 的 p.d4f， 则 : 


k=1 




































































_f1 xe[Ol] 7 
AW=1o x#[0,1] 
x xe[0,l] 
f(x)=32-x xel[ll,2]; 
0 其 它 
> xe[01] 
pe 人 2x2 +6x 3) xel[L2] 
了 G 一 避 ” x e[2,3] 
0 其 它 
由 图 5-1 可 以 看 出 ，Aoo) 已 接近 于 正 态 的 情形 ， 为 将 其 标准 化 ， 令 :2Z， -一 站。 






































由 中 心 极 限定 理 有 : VxeR， 








P(Z, <7)— > D(x) (2 一 oo) 























2 
通常 取 Zi = 》,Y, -6 作为 正 态 分 布 随机 变量 的 近似 。 
天 =1 




















(2) 对 误差 限 可 靠 度 的 估计 与 实验 次 数 的 确定 。 
在 贝 努 利 独立 重复 试验 中 ， 若 事件 4 的 概率 P(4)=p 未 知 ， 可 用 n 次 试验 中 出 现 4 
的 频率 全 作为 4 的 合计 。 记 六 = 人 < 全 。 设 信 计 的 误差 限 为 20， 误 差 限 的 可 靠 度 p 
定义 为 















































Hn 
n 


p= Pe! 





-PK92} 





a) ”给 定 5 及 试验 次 数 n， 以 及 试验 结果 ， 估 计 pB。 
由 中 心 极限 定理 ， 当 n 充分 大 时 
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< AD -Wp n 
= Pi@:-o 2 <O 
| RE | 


-2951 "| 
| 


再 以 方 = 如。 作 为 的 近似 代入 ， 则 p 的 估计 方 了 为 


b=20 5 全 
Hn(A)n— un (A)) 

















b) ”给 定 6 及 B， 如 可 确定 试验 次 数 n 以 满足 要 求 。 


























即 要 求 满足 
A 
Pio -pcd}2p 
为 此 需 2@®| 5 4 -1>p 即 : olc[ 王 ” 人 
pll— PD) 1 pl p) 2 
记 Z 满 足 @(Z,)= 上 人 , 则 需 n 满 足 65- > Z,， 即 需要 
ee | ee et 




















Re p)<1 a ee a 
【5s 25 a 26 


> nmwin 时 ， 即 使 ; Pio plc6}2p 


2 ”一般 情 形 的 中 心 极限 定理 (*) 





只 叙述 以 下 的 Linderberg 定理 : 


定理 3.2 设 { 了 4， 亡 1} 为 独立 的 rv.s.， 记 : ar=EYi, bx=DYi<%,B? => 0 


k=1 


FA(x)=P(Yi< xX), 若 对 VvV 记 0 有 : 














144 第 五 章 独立 随机 变量 序列 的 极限 定理 


1 起 
Lim > [Ga)’dF, (x)=0 CO) 


k=1 |x-axl>7B, 


则 ? 对 vxeR 有 





LY, a) < = 00), (0) 


Lim P{@: 
1 一 oo B, ey 











且 上 式 对 x 是 一 致 收敛 的 。 满 足 (L) 式 称 为 Linderberg 条 件 。 
以 上 定理 的 证 明 略 。 这 里 仅 对 (ZL) 条 件 的 概率 意义 说 明 如 下 : 


记 : A,={@:| 六 一 a 上 >7B,) 1<k<n， 则 有 





























n n n 
Plo: max |¥Yi ~ar > 7B}=P(UA1)S SPAi)= > arc 
l<k<n k=1 k=1 k=llx—ax|>7B, 


> [Gar)’ dF (x) 
(7B, )? k=llx—ax|>7B, 


了 二 
人 (N) 
n>% lg<k<n B 


n 











这 表明 : 当 n 充分 大 时 ,参与 构成 总 和 的 每 一 项 要 以 概率 “均匀 的 小 ”因而 任 一 被 加 项 
对 总 和 极限 分 布 不 会 导致 显著 的 影响 ， 这 样 即 可 是 它们 总 和 的 分 布 趋向 于 正 态 分 布 。 于 
是 定理 可 直观 的 解释 为 : 当 某 一 随机 现象 的 指标 是 由 大 量 独立 的 随机 因素 影响 ， 若 这 些 
因素 对 总 和 的 指标 的 影响 都 是 “均匀 的 小 ”( 在 概率 意义 下 )， 则 该 指标 的 分 布 近似 于 正 
态 分 布 。 这 定理 深刻 的 从 理论 上 证 明了 许多 自然 界 中 引出 的 随机 变量 可 用 正 态 分 布 来 近 
似 的 理论 根据 。 


































































































8$ 4 随机 变量 序列 的 几 种 收敛 性 * 





定义 4.1 几乎 处 处 收敛 〈 以 概率 工 收敛 )。 对 于 vs.{X ,n>1}， 若 : 
Pl@ :Lim¥X,(®0)= X(@))=1. 





则 称 {X; ,n>1} 以 概率 1 收敛 于 总 或 者 几乎 处 处 收 鳅 。(almost everywhere or almost surely 
简 记 为 : a.e. or qa.s.)。 记 为 : 
Aa.S. 
Lim XX，= 了 对， 或 者 ,一 一 >》 对 或 者 全 ,一 一 > 


no 


例 4.1 设 {7,, n>1}， 瑟 了 是 定义 在 [0,1] 上 Borel 概率 空间 〈 见 第 一 章 例 2.16) (Q, 9， 
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P)=([0,1], B[0,1], P) 上 的 x.v.， 满 足 : Vwme[0,1]，Y(®)=1。 而 和 Aw)=1， 若 we B ={[0,1] 上 
无 理 点 };， 了 wm)=0， 若 weB={[0,1] 上 有 理 点 全 体 }。 而 有,(@)=1， 若 oe( 六 4; (0)=0, 





























若 we[ 0 六 ] 。 则 易 知 : P(o: X(@)z#Y(@))=P(B)=0 。 (@: Lim X,(0)=Y(0))=0; 














(@O :Zr 串 (O)= 丈 (oO)= 刀 xz 如 ， 但 P(B)=1， 故 :7r 克 ， 全 流光 
定义 4.2 ”以 概率 收 伍 。 对 于 rv.s.{X ,n>21}， 若 : Ve>0 
Lim Pl(@ :| X, (0)—-X(0)|<e)=1. 
则 称 {X; ,n>1} 以 概率 收敛 于 匀 。 记 为 : 


Lim 了 , = 镀 , 或 者 XX, 一 全 >》X. (CDoo) 


nO 





例 4.2 设 {Yi, 1<k<n}ii.d.， 且 YI~U[0,1]， 令 针 ,= yy, a 则 由 $1 大 数 定 律 可 知 : 
k=1 


1 
i (n—>%)。 





定义 4.3 Llp>0) 收 敛 。 对 于 r.v.s.{Xn ,n>1}， 若 : 
LimE|X, -XI?=0. 





则 称 {s yzT) 以 已 收敛 于 区 记 为 XY 一生 > 区。 


当 p=2 时 ，LimE|X, 一 对?=0， 称 {Xn>1} 均 方 收敛 到 (mean square)。 记 为 : 
no 








m.s. 
Lim XX，= ,或 者 ,一 一 >X. 
Ff i 3) 





n—l 














，N>1， 











例 4.3 设 { 了 ,1<k<n} 相 互 独立 ， 有 满足: P(X， a =0)= 
n 


X(@)=0。 则 ECX, -0)? =- 工 0， 故 LimE|X, 一 0|:=0， 即 X ,一 一 >0。 
n Nn—>%0 





定义 4.4” 依 分 布 收敛 ( 弱 收敛 ), 对于.v.s.{X ;n>21}), 记 : F(x)=P(X <x), FPC)=P(X<x) 
分 别 是 也 ,和 对 的 分 布 函 数 。 若 对 Fo 的 连续 点 有 : 


Lim F(x)= F(x). 


则 称 {X; ,n>} 依 分 布 函数 收敛 于 对 (weak converge)。 记 为 : 


d 








流 > 和 ,或 者 和 一 ”> 


n 











n 








例 4.4 浆 , 乙 的 记号 同 本 章 定理 3.1， 令 ZN0,I]， 则 Z, 一 >Z， 即 VxeR， 有 : 
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Lim P(Z, < xX)= D(x)。 
no 











注 : 设 {5,(w),n>21}) 为 分 布 函 数 序列 ， 若 存在 单调 不 减 的 函数 F(x)， 使 得 在 F(X) 的 连 
续 点 上 有 : Lim 所 (Xx) = 了 (xX)， 则 称 F(x) 弱 收 合 到 FFC)， 记 为 : (7) 一 T(x)。 注 
Nn—>% 











意 ， 尺 管 {F,(x),n>1} 是 分 布 函 数列 ，F(C) 却 未 必 是 分 布 函 数 。 故 “F(x) 弱 收敛 到 分 布 函 
数 Fo0)” 和 “ 忆 O0 弱 收敛 到 函数 Foo0” 两 句 话 有 重大 差别 。 例 如 : F(x)=0， 如 x<n; 已 CO=1， 


如 x2n; F(x)=0,xe(-%0,+00)。 则 : J nF (Xx) = (Xx)， 但 F(x) 不 是 分 布 函 数 。 
































以 上 四 种 收敛 性 是 常见 的 收敛 定义 ， 为 了 讨论 四 种 收敛 性 的 关系 ， 先 引进 一 些 记号 ， 
再 给 出 BoreI-Cantalli 引 理 。 














记 : (4i.0.)= Lim 4, = Lim sup An = Se Ui 即 : (4i.0.)={@ : oo 至少 属于 无 穷 
n=lk=n 








多 个 4。 又 记 : Li = Liminf 4, (J |4:. 
1k= 


= n 


引 理 4.1 (Borel-Cantalli 引 理 ) 








C1) 车 随机 事件 序列 {4 只 DD 诺 是》 PC,) < 则 : PNU4)=0. 


n=1 k=n 








(2) 车 {4ion>1} 是 相互 独立 的 随机 事件 序列 。 则 ，》 PC4,) = 成 立 的 充 要 条 件 为 


n=1 


证 明 : (1) oPfNU 4 )= P(tim 4 )= tim P(A )s Lim DP )=0. 


n=] k=n 











其 中 第 二 个 等 号 是 利用 了 概率 的 连续 性 ， 最 后 一 个 不 等 号 是 因为 : 》 P(4,)<oo 。 


n=l 





























(2) 先 证 明 必 要 性 。 由 {4,n>1} 独 立 ， 有 : P(N4)=T1 ?4), 故 : 
k=n k=n 


P40=TI PD). 又 当 0<x<1 时 ，In(1-x)< -x; 故 : 
k=n k= 











ma- CD)= 
k=n 

















PD)= 0 Yn 


k=n 
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Dn P(A) < -YP(A)=-% 
k=n 无 二 办 


>1 PUA)=1 vn>1 -PU 4A)=1. 


k=n n=l] k=n 








4 证 明 充 分 性 。 若 :P( |) AD)=1. 假设 : 和 P(A) <%, 则 由 (1》 知 : 














n=] k=n n=] 








PU 4) 0. 矛盾 ! 又 


1=] k=n 














定义 4.5 称 rvs.{ TI 以 概率 1 ， 或 以 概率 ， 或 以 盖 是 基本 列 (Caxcjy 列 ) 若 : 


Pl@: Lim(X, ~ X,,)=0)=1 
Nn— 0 
my%0 

Lim E|X, —X, |?=0. 


no 
m0 


以 下 给 出 一 个 序列 几乎 处 处 收敛 的 充 要 条 件 。 





定理 4.1 (1) rv.s. {%, 


(2) r.v.s. {%,, 


P(A,)>0, 故 只 能 : DP(4,)=% S 
守 =} 

















或 Ve >0,Lim P(@ :|X, -XX |<e)=1， 若 
n—0 


m0 





7 之 1} 几乎 处 处 收敛 到 了 闻 的 充 要 条 件 是 : Ve >0， 
Lim P(@: up | -Xe)=0 


天 一 00 

















n>1} 以 概率 1 为 基本 列 的 充 要 条 件 是 : Ve>0， 


Lim Pl(@ :sup|X, 一 >2)=0 
n> k>n 


I>n 


Lim P(@: Sap | Xp a PE)=0 


no 


证 明 : (1) 记 : es 
m 
B= {0:LimX,(0)= X(0)), 


我 们 有 : ve@ eB, 心 vm>1,3 








ee XP 二 | 4 )=N Ud, 


n=1 k=n 


则 B= {0@ :Lim X,(0)z X(0))}. 








天 


n>1,vk>n, 有 : oelolx -Xhovn2l 


站 





oe fox xk ll ovnzoe Df {edXe -Xk Le 
n m 


n=] k=n 
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六 着 Fi fo x -Xk 故 : B= 个 
m = 


m=1n 

















故 由 P(B)=1<% P(B)=P(U 4A) =0 P(AT)=0 vm2>1. 





> P(A(E)=0 ve>0 名 Lim P41(e) =0 ( 慨 率 的 连续 性 ) 


k=n 





(注意 : (@: Sp Xs -Xe)= (4 (5) ) SO Lim Pl@: Sup | A -Xe)=0。 


k=n 


(2) 令 : Di(@={0: Karzlze D(e)= (| UDP) 
n=1k=] 
l=n 


下 列 事件 等 价 : D = {@: Lim(X#-X1) #0}= UD(e)= U 站 {@ :sup X44 一) 这 2} 得 : 
2 E>0 GE>071=1 人 
全 1 























P(D)=0 © P(UD(ENW=0 © PCD(E)=0 Ve>0. SO 


E>0 


PON Ufo: Xi Xe)= Lim PCU{o :| Xan — Xi oe})= 0 全 
l=n 到 


LimP(@:sup| X, ~- Xe)=0 Ve>0 
n>% ESA 


ln 








推论 1: XY, 一 符 下 XX (n 一 o%) 的 充分 条 件 是 : ve >0,》,P{@:| Xi 一 Xe}<% 
k=1 





证 明 : 因 Pf{@: sup| Xi -X= Ptue: |X, -Xe)}< Pto: bo. dy 
大 之 


k=n 

















再 由 定理 即 知 推论 成 立 。 





推论 2: 设 5 > 0 一 0 (1 一 oo ， 行 >PloO:| -Xe,)<%， 则 : 


n=l 





We 


Se 
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证 明 ; 令 丸 ={@:X, -Xe 则 P( 门 44}=0， 这 意味 着 几乎 对 所 有 的 we 


n=] k=n 








Q， 存 在 N=N( 2)， 对 Vn>N(%) |X, -XIKes ,但 ce 一 0， 故 : 











P{@: Lim Xx, zxX}=PI NA =0. 


n=] k=n 


得 : 了 ， ad.e. 四 党 

















以 下 定理 将 给 出 几 种 收敛 性 的 关系 
定理 4.2 


(1) X,— >X—X,— >X, 
(2) X,— > XX,— YX, 


(3) X,— EE > XX,— >X. 



































证 明 : (1)〉 由 定理 5.1 的 (1) 及 定义 而 得 。(2) 由 Chebyshev 不 等 式 知 : Ve>0 











E|X,-X|? 


L 
由 XX 一 了 >X, 即 : E|X, -XP >0 (n>%) 
6 


P{@ :|X, -Xe 











故 VE>0,P 人 和 :| 和 一 天 > 结 全 0 一 oo) 即 X, 一 >。 
(3) 记 Fo=PGOD，FOO=PC<oDJ，VxyER， 


(Xzy)=(X, Sx,X <yUX, >x,X yy) CC(X, SAUX, >X XSD7)， 一 50O)< 


P 


FHP(X XI>x-y)。 当 子 ， > 下 ， 可 得 : Vy<x P{@:X, >x,X<y< 








P{@:|X, 一 到 ZX 一 直人 0 (0 一 oo)， .Fy) Lim T(x)。 


no 








类 似 的 有 : 


Vx<z (Xn, <x)=(X, Sx, XU <x,X>7z) CC(XE)U(T, <x,F>7z), 得 








Fn(x)<F(z)+P(Xn—X2z—x)。 


XP{O:X, <xX>z<PoO NT-X, zx 0 (n>%), .LimF,(x)<F(z) 
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对 y<x<z 有 : F(y)< Lim F(x) < Lim F, (x) < F(z) 


no 





如 x 是 F(x) 的 连续 点 ， 令 ytx,z4x 得 : F(x)= LimF,(x). 

















定理 4.2 的 (1)、(2)、(3) 其 逆 不 真 ， 以 下 举例 说 明之 : 























例 4.5 X, 一 3X 六 XX,— >X。 





令 (Q, @, P)=([0,1], B[0,1], P) 为 [0,1] 上 Borel 概率 测度 〈 见 第 一 章 例 2.16)， 令 : 
XI1=7oo.1， 
X2 = 700,1/2]; X3 =L072.1， 
Xa4 =700,13], Xs =174/3,2/3]; 6 =7o73.1， 
47I=10U X10 =7G14.1， 


对 任意 正 整数 之 1， 总 存在 二 正 整数 六 E，1< ifk， 朱 1 使 n=(f_-1)KW2+ti。 故 对 vn>1， 有 








XX = XDEI2+i = Ei SiSk,k2>1 > 则 有 EX， =1/k, EX? =1/k, n=(k—1)Kk/2+i 


1< i<k, El。 Ve>0, P(X,(O)Ee) S00 wo), 故 X,— >0。 




















天 
i=] 




















iD, 有 TO pygayk] =1， 即 存在 w=(-1DK2+tie, 使 各 ( 2) 二 1, 而 对 其 余 的 ii(1< i<D， 











有 五 (2) 二 0。 由 此 可 知 ， 对 Y weE[0,1]， 序 列 {X,( 0)n21} 中 有 无 穷 多 个 筷 (w)=1 及 有 

















| 





无 穷 多 个 总 (wo)=0 。 于 是 歼 ( %) 对 每 一 个 oe[0,1] 都 不 收敛。 


2 


例 4.6 ,一 SX 一 和 2 > 人 大 一 和 > 区 





设 (Q, @, P)=([0,1], B[0,1], P) 为 [0,1] 上 Borel 概率 测度 〈 见 第 一 章 例 2.16)， 令 : 


1 
e” 0<wx< 一 
X,(0)= 
0 —<w<l 
n 





易 见 Pl(@: Lim X, #0)=0. Va pn >1 (7 一 oo) 
Nn—>% n 
mp 
则 有 : ZX, 一生 >0，X ,一 0. 但 刀 交 = 和 > 即 总 不 以 已 收敛 到 0。 
n 


例 4.7 XY 一 SX#> XX 
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设 rws By， 7 ， 满 足 ，POC =D= 二 ,PC =0) = 了 一 ， 且 {VX ,n>1} 独 立 。 易 证 明 
n n 





























09 J “1 
X, 一 一 30 Oo ， 对 每 一 个 p>0。 但 P(X -0P 3)=>— =%m ， 故 1 
n=] n=171 





a.e. 
Borel 一 Cantalli 引 理 和 不 以 概率 1 收敛 到 0， 即 Lim 和 基 0。 
Nn— 0 









































Ex 
已 





尽管 一 般 由 了 , 一 全 > 子 不 能 推出 ,一 化 > 对 ， 但 有 如 下 的 : 




















定理 4.3 设 六 vs n>1} 和 xv. 有 XX 一 > 外 则 存在 一 子 序列 {X，,k>} 使 


X, SX (一 oo)。 








证 明 : 由 XY, 一 一 > 的 定义 可 知 ， 若 令 m1=1， 则 对 每 一 个 keN,3n4 且 nnxi 使 








i ee 0 al 
7 2 2 大 ln2 2* 
1, ul 1 


i |X -Xe}< 这 :| Xi 一 开户 }< 2 a 








oo No oo 
PI :| Xn 三 址 公款 三 2 Pl@ :| 一 允 位 人 寻 书 之 Pi{@ :| Xn 一 记忆} 
k=l k=l k=No 


< No + 二 二 <。 最 后 一 个 不 等 号 是 因为 对 于 取 定 的 e>0， N= 0, 
nn. 



































故 Ve>0， Pf{@ :| Xi, 一半 此} <% 。 由 推论 1 知 定理 成 立 。 
k=1 


8§5 强大 数 定律 * 























本 节 讨 论 关 于 独立 随机 变量 序列 的 前 n 项 算术 平均 以 概率 1 收敛 到 它们 的 数学 期 望 
(理论 平均 ) 的 平均 的 一 些 基 本 结果 。 通 常 称 为 强大 数 定律 。 
1 Borel 强大 数 定律 






























































定理 5.1 设 在 Bernouli 独立 重复 试验 序列 中 , 事件 4 出 现 的 概率 为 P(4)=p，, B54(4) 
表示 前 n 次 试验 中 4 出现 的 次 数 。 则 : 
gd Mg (5.1) 
1->o NN 


证 明 : ” (1) 成 立 的 充 要 条 件 是 : ve >0 
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Pio: 站 UI 各 全 -pg=0 (5.2) 


7=1 n=! 


Ln(A) 
n 


阁 记 4, (2)={@ 1 一 p 上 己 6}，(3.2) 式 为 : Ve >0 


Pt! N v Ai (a)} =0. (5.3) 








故 由 Borel-Cantalli 引 理 ， 只 需 证 P{4i (2)} <%。 为 此 记 : X, = 74 ，Ahi 表 示 第 次 试 
n=1 























, A 
验 出 4 的 事件 ， 则 : es SX p)。 Chebyshev 不 等 式 的 推广 (Markov 
n Nn k=1 




















` 等 式 )。 有 : P(e)} SHEA pl 
龙 








A 1 n 
bo eh 
n n k=1 


~ 0 
n k=l 1=1 i=1 j=1 


-位 Et 3 ZE -站 CE 一 站” 
Nn 二 i 





在 和 式 中 注意 到 ECYi-p)=0， 因 而 上 式 中 只 有 E(X, -站 及 EC 一 p)? (Xp)”} 











(KK 关门 不 为 0, 而 E(Xi-p)》 有 nn 项 , E{(X, -站 (区 一 p)"} ,有 C2.C?=3.n(n 一 ]) 项 ， 

















又 : E(X,—p)*=pg(p’ +q9’), HE{K;-p)* (Xi —p)}=p 9,(i#h), 其 中 gqg=1-p。 
故 


Ln(A) 
BIT pl [npg(p’ +g )+3pgn(n- Ds [Ip’ +q +3pg(n—)] 
n n 








3 





1 1 1 
< np +q3)+n.3pg] < 2 +q’ POR 3 
n n 


n 

















4 关口 1 
最 后 一 个 ` 等 号 是 因为 pg < 可， 故 








1 1 o0 1 om 1 1 
Ps 一 :二 二 EPAs(e) sr 7 <o=P 4}=0. 
4¢ nn n=] 4¢ n=1n 


n=] k=n 

















例 $.1 (强大 数 定律 应 用 之 一 ) 经 验 分 布 以 概率 1 收敛 到 理论 分 布 
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下 FOOD，2 1<k<n}ii.d. 及 FP,(x) 同 例 1.1， 应 用 定理 5.1， 对 VxeR， 有 : 
P{Lim F, (x)=F(x))=1. 
n—>%0 
注 : Markov 不 等 式 对 rv.X， 若 | 对 -EX| 存在 (r>0 常数 )， 则 Vs >0 


EIX-EX| 
末 


P{@:|X—- EXRe}s (r>0) 


可 仿照 Chebyshev 不 等 式 的 证 明 加 以 证 明 ， 留 给 读者 。 








2 Cantalli 强大 数 定 律 


定理 5.2 设 { 球 ,zl} 为 独立 的 vs., 且 有 有 限 的 四 阶 算 ， 即 存在 常数 C 




















1 n 
ElY, -EY,|<C vn>1。 令 : X, = 一 》 7 ， 则 : 
nr 


P{@ :Lim(X, -EX,)=0}=1 (5.4) 
no 























证 明 : 不 是 一 般 性 令 EY,,=0; 由 Borel1-Cantelli 引 理 知 ， 为 证 (4.3) 式 成 立 只 需 证 明 : 























VE>0， YP: YY, _YEy, |> 2} < oo. 
n=1 1 al 





为 应 用 Chebyshev 不 等 式 ， 只 需 证 明 : DA > |“<oo 。 


n=1 








注意 到 : EY =0， 所 以 EC 及) 2 +6. VEY? EY; 2 <nC+6Y EY EY? 
k=1 i=] i,]=l i,7=1 
1] Jzi 


ee 
ee 


2 一 BO) < 二 一 之 5 之 4<3C DS < 
n=] 


n nn? 
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3 .Kolmogorov 强大 数 定律 


(1) Kolmogorov 


不 等 式 
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n 
定理 5.3 ” 设 {7oz2l} 为 独立 的 mvs. ，DJ= or<oo,， 令 = 二 > 了 及， 则 对 Ye>0， 





这 是 Chebyshev 不 等 式 的 推广 ， 是 更 精细 的 不 等 式 ， 它 是 研究 收敛 性 的 重要 工具 。 


(2 ) Kolmogorov 


PiloO:max|X -EXr ec}< 
l<k<n 


k=1 


DX 


2 (5.5) 
22 











强大 数 定律 












































8 2 DY 
定理 5.4 设 {7,n 和 1) 为 独立 的 rv.s.， 且 >， 过 <oo， 则 


以 上 结果 的 说 





7 一 1 


Plo:LimL.Y (Y, EY,)=0}=1. (5.6) 
7 一 oo NN 


F 明 已 超出 本 











的 范围 





k=1 


， 故 从 略 。 
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练习 题 





50 
5.1 设 民 ，… 民 ;0 独立 同 参数 (4 = 0.02) 的 泊 松 分 布 ， 记 了 = >X,, 试 利 用 中 心 极限 定 


理 近 似 计算 P(Y > 3) 。 
5.2 计算 机 在 进行 加 法 时 ， 对 每 个 加 数 取 整 ， 设 所 有 的 取 整 误差 是 相互 独立 且 同 分 布 于 
L(-0.$,0.$); (1) 若 将 1500 个 数 相 加 , 问 误差 总 和 的 绝对 值 小 于 15 的 概率 是 多 少 ? 
(2) 几 个 数 加 在 一 起 可 使 得 误差 总 和 的 绝对 值 小 于 10 的 概率 为 0.90。 
5.3 设 有 30 个 同类 型 的 电子 器 件 D1,D;,…, D30, 它们 的 使 用 情况 如 下 : Di 损坏 ，D, 立 












































即使 用 ，D, 损坏 ，D; 立即 使 用 ， 等 等 。 设 它们 的 寿命 是 独立 同 参数 (a=1 小 时 ) 的 


外 数 分 布 ， 令 了 为 30 个 器 件 的 总 寿命 ， 问 : 了 超过 350 小 时 的 概率 是 多 少 ? 














5S.4 设 rvs {Xn>1X 一 人 >, >Y。 证 : Pl@:X=7)=1。 


P P 








5.5 设 rvs{X > 才艺 一 一 > 和 也 > 了 。 证 : 
P P P 
Xt XY,X NE Xi X.Y. 











5.6 车 ,一 >C (常数 ), 证 : XY, 一 人 >C。 





5.7 设 了 EX <+%, 对 p>0, 证 : X, 一 >0。 
n=] 


5.8 设 { 克 ,Co} 为 正 态 分 布 函数 列 ， 收 敛 于 分 布 函数 严 (x) 。 证 : (x) 也 是 正 态 分 布 函 
数 。 

5.9 设 分 布 函数 列 { 羽 , (xz)} 弱 收敛 到 连续 的 分 布 函数 已 (x) 。 试 证 ;这 收敛 对 于 xe 尺 
是 一 致 的 。 

5.10 设 rv 序列 {Xsn>D 及 X,YVm,keN, 记 妈 4(m)=X4 一 X= 二 ,车 对 VmeN 

















有 2% P(Ai (Mm) <+o, 证 :; P(lim ,=X)=1。 
n— 0 





5.11 设 {X,,1<isn}yiid., X,~U(01), 对 VO<i<l, 记 N,(D)= Tx, 
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T 











第 五 章 独立 随机 变量 序列 的 极限 定理 





F,(D) =1N,(D),n(D) = Vn(F,(D) -1) 证: (1) Ve>0, Lim P(F,(D) -the)=1; 


el i lo Oe te ej 


5.12 设 {X4,1 kn 独立， 有 是 XL 一 Ex(4)，= 当 >0 即 外 ;的 分 布 函数 为 F()= 


(1 -ee *)I0, XD) 0n) 为 其 顺序 统计 





量 , Vt> 0,N,(t) = 2 i 


人 人 
Fn(D=N,(D/n Ont = (FE Xo + nAXA) lk EE: 


(1) Ve >0, 有 lim ri — F(x) 
n— 0 








jt 


(2) ve> 0 有 lim Pl 2 Xo -qd<a)=1; 


























(3) vx eR, lim P| WO 0 ss = D(X) 


用 一 >o0 


示 : 参见 4.28 ) 


其 中 B(x) 为 标准 


E 下 态 分 布 函数 。( 提 











27 


5.13 设 ry 不 >0, 且 P( 和 <o)=1， 令 =Z20 二 7 让 
pA D0 


证 : lim X, =X(a.s.)。 


Nn 





S.14 设 rv.X>0, 且 P(X <%)=1, 记 Xt=Xv0,X =-(XA0) 


X+ =5"2 1 上 7 +nl 


k=0 pn’ (和 <X+<ktl) (Xt2n) ” 
22 2 


X, = Xi Xo。 证: lim X, =X(a.s.)。 


no 


一 _ Tn2 lk 
多 S 二 40 27 Tk ye 
27 


,， 令 


k+l) 上 n>) 
pd 
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80 ”随机 过 程 的 有 关 概 念 
在 第 二 章 ~ 第 四 章 中 , 我 们 研究 了 一 个 随机 变量 入 维 随机 问 量 有 关 的 基本 概念 、 理 
论 与 方法 。 第 五 章 的 极限 理论 ， 涉 及 了 相互 独立 随机 变量 序列 的 极限 性 态 。 但 是 要 描述 


一 个 随机 动态 系统 问题 的 概率 怕 


有 关 





随机 3 


描述 
数 。 




































































E 质 ， 必 须 将 上 述 情形 加 以 推广 ， 进 而 研究 无 穷 多 个 相互 











N| 





的 随机 变量 族 。 并 将 它们 作为 整体 加 以 刻 划 与 研究 。 
1 随机 过 程 的 概念 























设 对 一 个 参数 :eT ， XU,w) 是 一 随机 变 








过 程 (Stochastic Processes)。 

















固定 teT7， 了 (1,) 是 随机 变量 ; 


量 ， 称 随机 变量 族人 {X(t,@),te7T} 为 一 























中 了 CR ， 称 为 指标 集 。 用 函数 《映射 ) 的 观点 来 











Xr ， 了 (1,@):TxQ 一 R， 即 匀 (,-) 是 定义 在 TxQ 上 ， 取 值 在 R 上 的 二 元 单 值 函 
































对 固定 的 O e 9 ， 了 (1,@) 是 参数 t 的 一 般 函 数 ， 


称 它 是 随机 过 程 的 一 条 《样本 轨道， 或 称 为 一 个 实现 。 记 号 X(t,w) 有 时 记 为 X,(@)， 


简 记 


为 : 了 (1) 或 外 。 











通常 参数 集 T CR 有 3 种: (i) T=No={0,b2,…)}; (ii) T=Z={0,+L+2,.…}; 


(iii) T=[a,b]cR 或 T=R。 





S 可 以 是 Ne、Z、R、R "或 C "或 一 般 抽 象 


2 几 个 例子 


(1) 质点 在 直线 整数 点 无 限制 的 随机 游 动 〈 简 单 随机 游 动 )。 

设 一 质点 在 开始 0 时 刻 在 《整数 ) 位 置 ， 以 后 每 隔 单 位 时 间 分 别 以 p 及 q=1-p 向 
正 《 右 ) 或 负 ( 左 ) 方向 随机 游 动 一 单位 ， 
动 下 去 , 称 为 一 随机 试验 。 记 %, 为 质点 在 n 时 刻 的 位 置 ,固定 n,%, 是 x.v.。 对 不 同 的 n>0， 











PR 


和 


E34 























当 了 为 可 列 集 时 , 称 X7 为 随机 序列 。X7 的 取 值 全 体 之 集 ， 称 为 状态 空间 ， 记 作 $。 





间 。 





且 各 次 游 动 相互 独立 ， 如 此 无 穷 多 次 重复 游 
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号 人 性 
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{Xi,n>0} 是 一 随机 序列 。 若 记 5S,(1) 为 n 时 刻 之 后 ， 质 点 到 达 1 位 置 的 次 数 ， 对 不 同 的 


n，{S, (1),n> 才 是 一 随机 过 程 。 





如 果 我 们 要 考察 S1(1),， S52(1)， 




















… 的 概率 特性 , 还 要 考察 {5,(]),n>D} 与 {X,,n>0} 的 


关系 ， 这 时 只 限 在 单个 的 总 或 单个 的 5S,(1) 考 虑 是 不 够 的 ， 需 要 将 {X,,n>0} 与 





{5 (GD,> 了 作为 整体 来 研究 。 


作为 练习 ， 对 给 定 的 一 次 试验 ， 试 画 出 n- 
(2) 考虑 某 “ 服 务 站 ”在 [0， 避 
r.v.。 给 定 0<s<!t，N(), V (0 是 二 个 rv.， 
个 顾客 到 达 时 刻 ， 自 然 我 们 要 关心 S1，S2，… 


要 对 二 个 过 程 {N(2),1>0} 与 {5;,n>} 作 为 整体 来 研究 其 概率 特性 。 
路 的 输入 输出 系统 ， 该 系统 有 一 个 干扰 信号 电压 ， 记 为 
+ 二 OO= (站 。 阁 {(),t0} 是 一 





(3) 考虑 最 简单 的 R 一 C1 
E(1); 记 OG 为 上 时 电路 的 电容 ， 它 满足 : RR 
随机 过 程 ， 则 1(0,z> 中 也 是 一 个 随机 过 程 。 


















































上 到 达 的 “顾客 ” 数 ， 
因此 {NCD),t> 0} 是 一 随机 过 程 。 


0 

















马 的 图 形 。 








记 为 VOID。 固定 必 NO 是 一 


又 记 风 ， 为 第 n 





，5S; 的 情况 以 及 它们 与 N (2) 的 关系 。 这 时 








3 ”有 限 维 分 布 族 与 柯 尔 莫 哥 洛 夫 (Kolmogorov)〉 定理 
对 于 随机 过 程 Y= {XX(?),te7} 如 何 刻 划 它 的 概率 特性 呢 ?” 显 然 ,我们 要 对 每 个 +:e 了 7 了 


知道 吝 的 分 布 ( 水 数 )。 


Vti,t2 eT ， 要 刻 划 (XY(11), 耻 (1,)) 的 特 必 


人 PXI(L)E XI, X(t ) sx)。 


P(t, 





为 的 n 维 分 布 。 用 以 描述 时刻 的 概率 。 划 














F(x) Ee P(X < x) 











一 般 的 ， 对 Vt; e7T,1<k<n， 称 


> Xl Xn) 全 P(X(11) < xi, ,X(t ) < xn) 














全 体 





{PF (ty, ts XL Xn ), tr eT,l<k<n,n2>1} 


称 为 随机 过 程 并 的 有 限 维 








(1) 对 称 性 


对 (1,2,…,n) 的 任 一 种 排列 G1y2…yn)， 均 有 


分 布 族 。 容 易 看 出 ， 











它 具 有 以 下 两 个 性 质 : 








Ps ts Xs Kn) = Ps ty Xj),) 


称 F(t;x) 为 Xr 的 一 维 分 布 。 对 于 
生 ， 就 需要 用 它们 的 二 维 分 布 : F(t1,ty; Xl,X2) 














第 六 章 泊 松 信号 流 159 

















(2) 相 容 性 
对 m<n 有 


Ply tm, bn; Xl ,Xm 00 .oo0) = Zn “fn; Xl ,Xm ) 


然 要 问 , 一 个 随机 过 程 各 的 有 限 维 分 布 族 ， 是 否 插 述 了 该 过 程 的 全 部 概率 特性 ? 
下 面 的 定理 给 出 了 肯定 的 回答 。 
































定理 〈 柯 尔 莫 哥 洛 夫 存在 性 定理 ) 
设 分 布 函数 族 世人 320 ET,1<kz<n,n>1]} 满 足以 上 对 称 性 和 相 容 





性 ， 则 必 有 一 随机 过 程 Y7r = {X(),te7T}， 使 








{F(t ty Xs Xn) tr ET <k<n,n2>1} 








二 
za 
TS 


恰好 是 页 的 有 限 维 分 布 族 ， 即 























P(t, > Xl ,Xn ) = P(X(11) < x1,: “, X(t) < xn) 





























定理 证 明 从 略 。( 有 兴趣 可 参见 王 梓 坤 , 《随机 过 程 论 》 科学 出 版 社 1965)。 这 说 明 
Xr 的 有 限 维 分 布 族 包 含 了 Xr 的 所 有 概率 信息 。 




















4 数字 特征 
对 随机 过 程 ， 自 然 可 以 利用 前 面 介绍 的 数字 特征 来 刻 划 过 程 某 些 时 刻 的 局 部 性 质 。 
称 m(D=EXOD ， 为 态 的 均值 函数 ，DUD2ECXOD-m(D) 为 其 方差 函数 ; 
































R(s,t) =cov(XY(s), 对 (1)) 为 其 协 方差 函数 。p(s,t) = covCK() ,OOD) (DX(s). DX(D) 为 


其 相关 函数 。 

本 教材 六 一 九 章 着 重 介绍 几 个 最 简单 、 最 基本 、 最 具 特 色 、 最 重要 ， 且 在 应 用 中 越 
来 越 显示 其 威力 ， 理 论 研 $ 特别 是 着 力 于 介绍 具有 特殊 性 
质 的 随机 过 程 ， 如 何 抓 住 其 特点 ， 引 出 相应 的 概念 HU， 从 而 使 刻 划 与 研究 它们 变 得 
简明 、 深 入 且 便 于 应 用 是 我 们 讨论 的 重点 。 

章 主 要 讨论 Poisson 过 程 及 其 推广 。 
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在 历史 上 泊 松 分 布 是 作为 二 项 分 布 的 近似 ， 于 1837 年 由 法 国 数学 家 泊 松 (Poisson) 
引入 的 ， 故 得 此 名 。 近 数 十 年 来 ， 与 泊 松 分 布 紧密 相关 的 泊 松 过 程 日 益 显 示 其 重要 性 ， 
成 为 随机 过 程 中 最 重要 的 过 程 之 一 。 其 主要 原因 有 下 面 两 点 ; 一 是 许多 随机 现象 可 用 泊 
松 过 程 来 描述 ， 诸 如 在 给 定 一 时 间 区 间 内 ， 电 话 交 换 台 中 来 到 的 呼叫 流 ， 公 共 汽 车 站 来 
到 的 乘客 流 ， 计 数 器 纪录 的 到 达 信号 流 ; 又 如 放射 性 分 裂 落 到 某 区 域 的 质点 流 ， 热 电子 
的 发 射流 ， 宇 宙 中 的 行星 流 等 等 都 要 以 泊 松 过 程 及 其 衍生 过 程 作为 主角 ;二 是 对 泊 松 过 
程 的 深入 研究 (特别 是 通过 随机 过 程 的 研究 ) 已 发 现 它 具 有 许多 特殊 的 优良 性 质 和 作用 。 
它 是 研究 其 它 复杂 随机 现象 及 过 程 的 最 重要 的 基础 之 一 。 它 在 信息 网 络 、 电 子 学 、 医 学 、 
物理 、 生 物 、 宇 宙 学 、 环 保 及 管理 科学 等 领域 有 广泛 的 应 用 。 

以 NO 表 示 (0,!] 上 来 的 信号 数 ，N (Cs+D-NV (G) 代 表 (ws+ 媳 上 来 的 信号 数 。 显 然 ， 它 取 
值 非 负 整 数 ， 且 对 Vn<z， 都 有 NinsNMiz)。 称 {N(CD),tz> 0} 为 计数 过 程 。 












































































































































































































































定义 1.1 若 信和 号 流 {N (2), 它 0} 满足 下面 四 条 性 质 ; 
i) NMO)=0， 


ii) 增 量 独立 性 : VY0< 太 < 妨 < < 


是 相互 独立 的 。 即 ， 在 互 不 重 辣 的 时 间 区 间 上 到 达 的 信号 数 相互 独立 。 

iii) 增 量 平稳 性 : Vs,t>0,neN, P(N(s+1f)-—N(s)=n)= P(N(t)=n) 

即 ， 在 (s,s + 如 内 到 达 的 信号 数 的 概率 只 与 时 间 间 隔 长 短 有 关 而 与 时 间 起 点 s 无 关 。 

iv) 普 通 性 : 在 充分 小 的 时 间 间 隔 h 中 ， 最 多 到 达 一 个 信号 ， 来 两 个 或 两 个 以 上 信和 号 的 

概率 是 有 的 高 阶 无 穷 小 。 即 Vt20 ， 充 分 小 的 h>0， 有 
P(N({+h)—N(D)=1)=A4:h+o(h) (4.>0) 
P(N(t +h)— N()>2)=o0(N) 


N(1) — NCO), N(t2) — NOt1),*, N(ti) — Nl) 



































， 其 中 o(h) lim wu =0 
1->0 hh 

















则 称 {NGQ),t>0} 是 参数 为 的 简单 泊 松 (Poisson) 信 号 流 ， 简称 Possion 流 。( 简 记 : p.p.) 
注 : 对 于 固定 的 120,N (GO 是 一 个 随机 变量 。 而 {NO),t20} 通常 表示 与 参数 1 有 关 的 
一 族 随机 变量 。 



























































下 面 我 们 来 推导 N (的 分 布 。 
定理 1.1 如 果 {N (7) ,120} 是 简单 泊 松 流 ， 那 么 对 于 Ys,120 ， 有 


PNG+D-NGJ = = on 
J 












































(n=0,1,2.…) (1.1) 


BN(Gs+D)—N(s))~Po (40。 

证 明 : 令 P(t)=P(N(s+D)-N(s)=n)， 由 增 量 平稳 性 可 得 P,(?)=P(N (?)=n)。 为 证 (1.1) 
式 ， 需 考察 已 (人 ) 随 t 变化 的 具体 规律 ， 这 就 要 分 析 在 [0,t+ 加 上 到 达 的 信号 数 与 [0,4] 上 到 
达 的 信号 数 的 关系 。 取 充分 小 的 h>0， 事 件 可 分 解 为 : n>1 时 
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(NUC+ 及 = 站 =(NOOD = NU+ 人 -NG =0) 
UCNO =m -LNU+ 站 -NO)=T) 


OA EP a 
k=2 














(N(t+h)=0)=(N (1)=0, Mt+h)=N (1)=0) 


























Po(t+h)=Po(t)Po(h) 








P(N(t+h)-N (D)=0)=Po(h)=1-Ah+o(h) 
故 
Po(t+h)=Po(D(1 -Ah+o(h)) 
移 项 ， 两 边 同 除 以 h， 得 
Pt-PDU) -AP (lt) +o(h) 
h 有 h 
令 h 一 0， 上 式 两 边 取 极限 ， 及 NN (0)=0， 有 


PI(D)=-AP, (0) 
P,(0)= P(N(0)=0)=1 























多 





| 





























P(tth)= PADPoW+ Pna(DPIO) +o(R) 
Pn(tth)= PD (1 Ahto(h)) + PraA( D(HMto(h)) to(h) 
仿照 n=0 时 的 方法 ， 移 项 两 边 同 除 以 h， 再 令 h 0 时 取 极 限 ， 有 


P'D)=-AP, (D+ AP lt) n>1 
P(0)=P(N(0)=n)=0 mnzl 

















用 生成 函数 的 方法 来 求解 上 面 的 微分 方程 组 。 令 








P(t,x) Ey (D -x” 





将 式 (1.4) 两 端 同 乘 以 x”"， 且 与 式 (1.3) 联 立 ， 得 


P=-AD, (0 
已 (DZ =-AP, (Dx" + AP, CD 


将 (1.6) 式 两 边 求 和 ， 有 





上 面 的 微分 方程 (1.3) ， 可 得 已 (0)=e 2 。 因 此 当 m=0 时 ， 定 理 1.1 成 立 。 
下 面 来 证 n21 时 的 情况 。 根 据 平 稳 性 及 增 量 独立 性 ， 由 式 (1.2) 可 推出 : 
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(1.2) 


(1.3) 


(1.4) 


(1.5) 


(1.6) 
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> (Dx” -77 (Dx" + > _ (Dx™ 
i 好 : 习 __4(1 x)P(t,x) ， 分 离 变量 后 积分 ， 得 
InPd ~InP(0,x)= —A1—x) 1 
因 P(0,x)= >》 已 (0Dxz" =P,(0)=1 
n=0 

oo n_—At 

得 P(t,x)=e 0 = > xX” 





将 上 式 与 (1.5) 式 相 比较 ， 可 得 (1.1) 式 成 立 。 

定理 1.1 可 知 N(D)~Po(XD))， 再 由 第 四 章 例 1.4 得 出 EN (D=M，ENMG)=24。 可 见 4 表 
示 单 位 时 间 上 到 达 的 平均 信号 数 。 

定理 1.1 容易 证 明 以 下 

定理 1.2 若 信 号 流 {N(D ,120} 满 足 : 门 WO)=0; 放 ) 增 量 独立 性 ; iii) Vs,f>0， 



















































































neN, P(N(s+1)— Ne)= Ce 





{NN (CD ,t20} 是 参数 为 的 泊 松 信号 流 。 


注 














这 样 定 理 1.2 中 的 站、 背 )、 谱 ) 可 作为 泊 松 信号 流 的 另 一 定义 。 











8$ 2 用 相继 到 达 的 时 间 间 隔 刻 划 泊 松 流 



































在 介绍 泊 松 信号 流 的 主要 性 质 之 前 ， 先 引入 几 个 具有 客观 背景 的 变量 。 记 So=0,S= 
“第 n 个 信和 号 到 达 的 时 刻 ” 总 =9% 一 % =“ 相 继 到 达 的 第 n-1 个 信号 与 第 n 个 信号 之 间 








玫 


的 时 间 间 隔 ” 即 








S0=0, 5, = Ye 


天 =1 




















当 N (2) 表示 [0,4 上 到 达 的 信号 数 时 ， 即 {N (2),120} 为 计数 过 程 时 ， 则 上 述 8 及 5 可 确 
切 用 N (来 定义 如 下 





So =0,81 inf{f:t > 0 NOzO 
8 Sinftst>8, 1, Nzn-l} n>1 Q.1) 
Xi, = — Sn n>1 
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其 中 inf{ } 表 示 和 集合 { } 的 下 确 界 ， 即 集合 { } 的 最 大 下 界 ， 例 如 : inf{2,n>l}=0。 























反之 ， 若 已 给 {%,n21} 为 相继 到 达 信号 的 时 间 间 隅 。 又 令 So=0， Se 也 可 
k=1 
用 So，S1，…:，S,， … 定 义 NGD 如 下 : 对 Vt>0 
N(0)=0 


N(D)S max{n;n>0,5, < 他 = 二 Ts < (2.2) 
17=] 























5 与 N (的 定义 及 关系 ， 我 们 可 以 得 出 当 1t20 时 有 : (5 <Dc(CNO>mDD， 且 














(5S; < 四 >(N()>n) 故 


(S$, <t)=(N(t) >n) 
(N(1)=1)=(S, St<Sin)= (8 Sb 一 (< 人 
于 5,>0 是 非 负 的 xyv， 只 需 考虑 120 时 的 分 布 函数 , 记 F,(D)=P(S,< ,由 (2.2), (2.3) 
及 (Si<nDc (<D， 可 得 
F,(D)=P(S, <D)=P(N (D>n) (2.4) 
P(N (D=n)=P(S,<D) PS SD)=F(D) Funi(d) (2.5) 
以 上 关系 很 重要 ， 且 对 任 一 计数 过 程 {N(D),120} 与 其 到 达 时 刻 {5,,n21} 均 是 如 此 ， 以 下 考 
察 当 {N (7),120} 为 简单 Possion 流 时 ， 它 们 之 间 的 具体 关系 。 
先 看 n=1 的 情形 ， 若 {N (站 ,220} 是 参数 为 4 的 p.p. 时 ， PCOn<sD=PG<D= 
P(N (21)=1-e“。 可知 卫 -E( 力 是 指数 分 布 (参数 为 1)。 由 此 可 猜想 {2,n>1} 的 规律 特性 
是 什么 ?为 此 ， 讨 论 {5%,n21} 的 特性 。 
引 理 2.1 若 {NQ2),120} 是 参数 为 4 的 p.p.， 则 5 的 分 布 函 数 为 : 


(2.3) 














































































































F(D)=P(S, <D)=1-e. SW (2.6) 
证 明 : 由 定理 1.1 的 (1.1) 式 代入 (2.4) 式 ， 即 得 (2.6)。 
引 理 2.2” 若 {N(D),120} 是 参数 为 的 p.p, 则 : (51,5,,…5,) 的 联合 p.df 为 
S182. oS) V1 p25 Pn)= A Ee 0cy yy,) (2.7) 











证 明 : 为 避免 繁琐 ， 下 面具 对 n=2 情形 给 出 证 明 (n23 可 类 似 推出 )。n=2 时 ， 由 














于 0<S1<5;, 只 需 考 处 取 0<y1<y 及 充分 小 的 加 ,hp>0 满足 : 0<p <p +h <y; <y; + 有 


下 面 易 知 




















{y1 <S1 Sp +h, yp <92<]2 十] = 
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{N(y1)=0, Ny +h)— Ny)=1,N(y)— Ny +h)=0, Ny +h,)—N(y,)=1} 





HNCy1)=0, NOy1 + hh) -NOD)=L NGO2) -NOL + hh)=0,N(y2 + ho)— N(y2)>2} 


青 由 {ND),120} 增 量 独立 性 及 定理 1.1 的 (1.1) 式 得 


























PO <S1 Sy th <82 Sy +h)= (et ) .Me 向 ) eI) Ahre t2) + ohh,) 


= .eV .hh et +o( 有 了) = 入 :er hh hy +o(h)+olhhy) 及 


P(y1 <S1 Sy +h,y2 < < y+h,) 
hih, 





f(s1,55) (V1» 72) 二 
1 一 
h» 一 0 
故 
f(s1,52) (y1, 2)= Ne “To0cy <y) 
对 n23 ， 可 类 似 证 明 。 
再 分 析 相 邻 事件 到 达 的 时 间 间隔 Xn} 的 特性 ，。 
CI} 彼 此 独立 ， 且 均 服从 参数 同 为 的 指 煞 分 布 ， 即 rz21 iid ~EC)。 


证 明 : 证 明 大 致 思路 与 步骤 如 下 : 由 (S51,S,,…,S,) 的 j.p.4.f 通 过 变换 马 =9,-9, 1 求 














































































































(TD 的 /PPZLF。 再 证 Xi=1,2,...n)iid. 有 VY~E(NW。 1 























Xl=5 X1 = 1 J1=X1l 
X =5 —S xX, 一 es 一 X 十 X 
2 2 1 ， 今 ; 2 三 JJ 一 JI 二 J2 1 2 





X, =, — Sn Xn = Vn nl Vn=X1+tX t+ 


求 得 变换 的 雅 可 比 行列 式 为 


1 0 0 0 
1 1 0 … 0 

v = .|=1 
1 1 1 1 1 





于 是 (Xi, 也,,…, 镶 , ) 的 j.p.qf 为 : 


_ 21 ,—A(X+X2 + + ) 
CT Xn) = e ™ Tr20, 1<i<n) 


为 求 了 及 的 p.df 只 需 将 上 式 对 x ,…, Xp_ 1,Xi0,…,X, 变 元 积分 。 结 果 为 : 
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fi (Xi ) = Nle™ 1 >0) 











可 知 ， 对 Vxr >01<k<n 有 foxx Cx) =| TAG): TEX,n21)} iiad. 
































~E( 力 。 引 理 得 证 。 
以 上 说 明 ， 相 邻 时 间 间 隔 {3,n21} 独 立 同 指数 分 布 是 简单 Poisson 流 的 必要 条 件 ， 那 
么 它 是 否 是 充分 条 件 ? 换 句 话说 ， 它 是 p.p. 所 特有 的 性 质 ? 回答 是 肯定 的 。 
引 理 2.4 设 {X,,n 和 并} 表示 相继 发 生 的 事件 (信号 到 达 ) 的 时 间 间 隔 ， 者 它们 独立 ， 
服从 参数 为 和 的 指数 分 布 ， 则 由 (2.2) 式 定义 的 ND 服从 Poisson 分 布 ， 即 Y 120， 有 : 












































PCUVCD =n) = 全 -。 ww n=012 





证 明 : 为 求 NO 的 分 布 ， 先 求 出 8 的 分 布 羽 ,人 全 PCS, <7t))， 用 归纳 法 。 


1 一 | 大 
F (0)=1-e-* 00.) 1>0 (2.8) 
k=0 C 


当 n=1 时 ， 易 知 Fi(?)=P(S1<D=P(X1<D)=(1 -eso) 
设 当 n=k 时，(2.8) 成 立 ， 须 证 n=k+1 时 ， 由 5,41 =S + 叱 H 利用 卷 积 公式 
































Fal)= [E(t-wWdR(w) 有 





2 
i=0 (i+ 1)! 





Pons he EL ‘le Hdu=l-e” 





=]1-e™” St 
i=0 有 











从 而 (2.8) 得 证 。 再 由 (2.8) 式 ， 代 入 (2.5) 式 ， 即 证 结论 成 立 。 









































引 理 2.4 易 得 如 下 推论 : 
推论 : 若 {6,n21} id, 且 总 -ECD。 则 由 (2.2) 式 定义 的 {MD,zz0} 有 具有 普通 性 ,， 即 Vt20 
及 充分 小 的 h>0， 有 
P(N(h)=1)=Ah+o(h) P(N(h)22)=0(N) 
引 理 2.5 若 {V,n21} iiq ,~E( 力 ， 则 由 (2.2) 式 定义 的 {NO),120} 具 有 增 量 平稳 性 ， 即 




























































































Vs,t20, P(N(s+t) =-N(s)=n)=P(N(f)=n) VneN.。 
证 明 : 这 里 只 写 出 对 n21 的 证 明 如 下 :利用 全 概率 公式 及 (2.3) 式 ， 有 
P(N(s +1)— N(s)=n)= > P(N(Gs) =k, N(s+1)=k+n) 











ne 








3 松 信号 流 


i 





166 六 章 








OO 
= 之 PLUS Ss<Spn ESprn SST+TLE<SEHHI) 
£0 


=P(s<SI <S, <s+t<S,n)+ 





DPE Ss<Se +t Xen S Se + TANTX; Ss tt Se + Shi Xi;| Sk =waP(Sy <u) 
k=1 


=P(s<S1 <S, <s+t<Siu)+ DhPGS-u<S SS, Ss+t-—u<Sin)dP(S <u) 
k=1 

又 

Ps <SI<S, Sstt<S,n)=) PCY <stt—-v<Danx, [Xl =v)Ae “qv 


n—l 
a 后 P(S, Ce 9 )Me av 一 je [4(s +tft— v)] 
3 、 (2 一 ]! 


风 CD) astn) (*) 


nl! 


-4(stt-v) ee 名 dy 











类 似 地 有 P(s-u<S1<S,<s+t-u<S,41)= eA ， 代 入 (*) 式 得 
nl 








P(N(s +1)— N(s)=n)= 0 -4CG+D 十 | 9 -4CGHOO 4 gy 





_ 4D" oAG+0) (4D)” eAst) (eh _1) = (4D)” EN 
nl nl! nl! 
注 : 对 n=0 情形 类 似 证 明 ， 留 作 读 者 练习 。 
引 理 2.6 若 {Xn21} iid ,XE()， 则 由 (2.2) 式 定义 的 {NOD),120} 具 有 增 量 独立 性 ， 即 
























































VO<H <ty < <ty, NOG)— NO), NG,) NG) NG,)— N(,) 相互 独立 。 


证 明 : 为 节省 篇 幅 ， 下 面具 证 对 Vs 六 0，NG) 与 NMs+D-Ns) 独立 ， 即 证 : Ym,n>0 
有 : P(N(s)=m, N(s+t) =-N(s)=n)=P(N(s)=m)P(N(s+t) —N(s)=n) 
只 写 出 m21 与 们 1 的 情形 ， 其 它 可 类 似 证 之 。 

















P(N(s)=m, N(s +1)—N(s)=n)=P(S,, <s<Sin SS Sst+t<Srnn) 


RY 十: 1 
=| PG -zw< 和 SN SS 二 HS 1Sw =WdP(S,, <u) 








= Ps -u<S <S, <s—utt<Sr)adP(S So 


n m-—l m n 
a (41) oretD1 (41) oh gy = (4s) os (41) 





nl (m—1)! m! nl 
= P(N(s)=m)P(N(s +1)— N(s)=n) 
综合 引 理 2.2 ~2.6， 我 们 有 以 下 重要 定理 : 
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定理 2.1 计数 过 程 {NQ2),120} 是 简单 Possion 流 的 充 要 条 件 是 其 信号 相继 到 达 的 时 间 














间隔 {Xj,n21} iid., 且 Xj~ E(N)。 

以 上 结果 揭示 了 简单 Possion 流 与 服从 指数 分 布 且 相互 独立 的 时 间 间 隔 的 内 在 联 
系 ， 这 不 仅 在 理论 上 有 价值 ， 而 且 在 应 用 上 很 有 意义 。 例 如 ， 要 检验 一 个 计数 过 程 是 否 
是 p.p. 问 题 ， 可 以 转化 为 检验 {Xj,n21} 是 否 iiqd， 及 已 -BO 力 。 同 时 ， 要 在 计算 机 上 模拟 
一 简单 Possion 流 {N (2),120}。 可 通过 以 下 步骤 构造 出 : 
i ) 取 一 串 {U,n21} iid. U,~U(0,1); 
ii) 令 国 =-XiInU， (4>0) 易 知 ，{X wn21} iid, 且 ~ E(ND); 













































































iii) 令 $0=0, 5, = 2 XL; 





iv) Vt>0 定义 N(D)= > Ts sn =sup{n:n>0,5, <t} 


则 {NOD),120} 为 p.p.。 


$3” 相继 到 达 时 刻 的 条 件 分 布 





考虑 在 N(D)=n 条 件 下 , (5S1,S,,…S, ) 的 条 件 分 布 。 先 看 在 N(2)=1 下 , S1 的 cp.q..f， 


























于 S120 ， 同 时 在 NMDO=1 下 ，S1< 1 故 只 需 考察 0< x<t 的 情形 。 当 0<x< 1 时 ， 有 : 


a P(SI STND=D)_ PNC)=L NO- NO)=0) _x 
ST P(N(t)=1) P(N(t)=1) t 





1 
fsiIN(D)=1(7) = - T 0x) G3.1) 

可 见 Si = 六 在 NQ)=1 下 的 c.p.4f 是 [0,4 上 的 均匀 分 布 ， 一 般 地 ， 我 们 有 
定理 3.1 设 {N(2),t20} 为 泊 松 信号 流 ， 则 在 N(2)=n (n21) 下 (S51,S,,…,S, ) 的 c.p.4.f 为 











nl 
fC Nn) 0c) G3.2) 





证 明 : 为 节省 篇 幅 仅 证 n=2。 因 在 NOD=2 下 ， 0<S1< ,92< 故 只 考虑 0<X1<X2< 加 取 充 


分 小 h>0 使 0<x1<xi+h<xs<xs+h<t, 于 是 











P(x1 <S1 < x + h, x < > <x +h|N(t) =2) 





_ P{N(%)=0,N(a+h) -N(x)=L, N(x )—N (m+h)=0,N (x+h) -N(x,)=L, N(D)-N(x,+h)=0} 
P(N(D=2) 
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=e Axl (Me hh)e A(x2—xXl 1 (qhe Mh)e A(t—x2 人 7)= 二 hh > 得 








21 Se py 
fs, SN(D)= 2) (X1, Xz ) = 7 3 0 n>3 的 情况 可 类 似 证 得 。 


本 定理 说 明 在 N(D)=n 的 条 件 下 (Si,5;,…,5,) 的 cp.d.f 与 4 个 在 [0,d 上 相互 独立 同 分 


布 的 顺序 统计 量 的 j.p.4..f 相 同 〈( 见 第 三 章 命 题 7. 和 其 逆 命 题 如 下 : 
定理 3.2 设 {N02),120} 为 计数 过 程 (信号 流 )。{F%,n20} 为 信号 相继 到 达 的 时 间 间 隔 ， 


独立 同 分 布 F(x)= P(X <x),F(0)=0, 且 vO<s<t, P(XI <s|NO)=D)=(5/D .Tose 












































则 {ND,120} 为 泊 松 信号 流 。 











证 明 : 由 题 设 P(XI <s|N(s+x)=1)=s/(s+x), P(XI1 <x|N(s +x)=1)=x/(s + Xx), 
所 以 


P(X1 <s|N(s +x)=1)+ P(X1 <x|N(s +x)=1)=1 Xx,S>0 (3.3) 
XP(XI<s|IN(s +x)=1)= P(X <s, X11 <s+x<XI+XR)/P(XI <s +xX< XI +X,) 


由 全 概率 公式 可 得 P(X1 <s, XI <s+x<XI +X2)=0 -Fs +x-w)drF(). 





XX 











同 理 P(X1 <s+x<X1+X2)=h -FEG+Y-IDD)dF(COD 。 





由 (3.3) 式 可 得 
BQ-FG+x-u)aF) + hl- Fs+tx-u dr)= 0-F(G+x-u)dF(u)， 所 以 








UF(s+x-u))aF(u) = 3 (Q-F(s+x—-u)aF(u) x,s>0。 


令 G(x)=1-F(x)， 则 上 式 可 化 为 
G(stx)= G(s)G(x) 5s,x>0 (3.4) 











由 G(x) 单 调 不 增 、 右 连续 ， 则 存在 右 导 数 G'(x); 又 G(0)=1， 所 以 G'(x+s)=G'(s)G(x)， 

















又 G(x+s)=G'(x+s) 令 s=0， 则 G(x)=G'(0)G(x)。 令 4=-G'(0)>0， 则 











G(X) =e 下 ，x>0。 由 FC) 是 分 布 函 数 ， 不 能 恒 等 于 零 ， 可 得 4>0， 从 而 F(X) 服 从 指数 


分 布 。 再 由 定理 2.1 即 证 。 
注 : 用 以 上 结果 检验 泊 松 信号 流 时 ， 不 必 知 道 参数 入 。 


例 3.1 求 S80) 三 MD S54) 的 期 望 ES()， 其 中 {N(D),120} 是 参数 为 的 p.p.。5, 为 
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其 第 n 个 事件 发 生 时 刻 。 此 例 的 背景 之 一 是 : 设 1 为 火车 离 站 时 刻 ，Si 为 第 个 顾客 到 
站 时 刻 ,那么 SQ) 为 在 (0, 上 到 站 乘客 的 候车 时 间 之 和 。 
解 : 由 条 件 期 望 性 质 ， 有 






































VOD) 
ESO=EUEL> CC-SDINO] 
k=l 
为 此 先 求 


N(?) n 
ELS(D)I NO)=n]= EL2,(t -SAN =n]= EY, (SA)| ND) =n] 
k=l k=1 


=nt— E[SSE | NO=n]=nt- BYUG]=nt- BYUE]=nt- EU = 时 故 
k=1 k=l ka | 2 


2 


ES(D)= E{ELS(OI ND]} = > ALS |N(D)=n]P(N(D) =n)= 3 


§4 剩余 寿命 与 年 龄 




















本 节 再 从 不 同 角度 刻 划 Possion 流 的 特性 。 设 WO 表示 在 [0 如 上 事件 发 生 的 个 数 ， 
RE 示 第 n 个 事件 发 生 的 时 刻 , 那么 ,Sww 表 示 在 1 时 刻 前 最 后 一 个 事件 发 生 的 时 刻 。,Swoyri 
1 时刻 后 首次 事件 发 生 的 时 刻 。 注 意 这 里 Swo 与 Svo+i 的 下 标 NO) 与 MD+1 是 随机 


。 令 


| 






























































并 没 吕 
地 邹 | 


W(D)=SNwrit (4.1) 
WD)=t-Sm (4.2) 
WD 与 V(t) 有 许多 具体 背景 , 例如 , 设 一 零件 在 t=0 时 开始 工作 , 车 它 失 效 ， 立即 更 换 ， 
一 个 更 新 的 零件 又 开始 工作 , 如 此 重复 下 去 , 记 5 为 第 n 次 更 换 时 刻 , 记 马 =% -9 表 
示 第 nn 个 零件 的 工作 寿命 。 此 时 WD 表示 观察 者 在 时 刻 t 所 观察 的 正在 工作 的 零件 的 剩 
余 寿 命 ，V(z) 表示 正在 工作 的 零件 已 经 工作 的 时 间 ， 称 为 年 龄 。 还 可 以 有 别 的 解释 ， 如 
5 表示 第 n 辆 汽车 到 站 的 时 刻 ， 某 一 乘客 到 站 的 时 刻 为 则 WV(7) 表示 该 乘客 的 等 待 时 
间 。 若 5 表示 第 n 次 发 生地 震 的 时 刻 , 则 Swo+ 表 t 时 刻 以 后 首次 地 震 的 时 刻 , Wz) 表 
示 上 时 刻 后 直到 首次 地 震 之 间 的 剩余 时 间 ， 等 等 。 所 以 , 通常 称 玩 六 为 剩余 寿命 ; V(t) 为 
年 龄 ， 显 然 ， 研 究 WD), VOD) 的 特性 很 有 意义 。 
定理 4.1 若 {N(2),120} 是 参数 为 的 简单 Poisson 信号 流 ， 则 : 
i ) WOD) 与 {Xn 21} 同 为 指数 分 布 ; 
ii) VOW) 是 “ 截 尾 ” 的 指数 分 布 ， 即 : 
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Prosa-| Wo (4.3) 


X 之 ! 
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证 明 : 


t>xH 和 (1) >x}={N(1)-N(t-x)=0}，1<x 时 簿 (1)>x}=Gp， 即 得 所 要 结论 。 





{WD)>x}={Nttx) -MO=0}， 及 

















推论 ” 芳 {NM),t20} 是 参数 为 的 简单 pp.， 则 EW(1)=1/4，EV(1)=(d-e 4)/4。 


证 明 由 定理 1.4 易 得 ， 请 读者 自己 完成 。 
问题 : Yt > 0,W(1),V() 是 否 独立 ? 请 有 兴趣 的 读者 证 明 你 的 猜想 。 
还 可 用 W(D) 与 ,的 关系 来 刻 划 泊 松 信号 流 。 


定理 4.2 设 {X;,n>1liid.， 了 针 ,>0。Vt>0,N() 由 (2.2) 式 定义 ，WAD) 由 (4.1) 式 定 













































































ba 


若 现 四 与 成 独 立 同 分 布 Fom， 且 F(0) 二 0， 则 {NGQ),t>0} 是 泊 松 信号 流 。 
证 明 : 梗概 如 下 : 
设 GC)=1-FC)， 由 WD) 的 定义 及 全 概率 公式 可 证 : Vx,t>0 ， 有 























P(W(D) >x)=1- F(x+D)+h PW ->adF(u) (4.4) 





























由 此 可 得 G(t+x)= G(D)G(x) t,x>0。 类 似 与 定理 3.2 最 后 部 分 的 证 明 可 证 结论 。 

















8$5 泊 松 流 的 若干 推广 








在 前 面 的 讨论 中 ， 我 们 看 到 Poisson 信号 流 有 许多 良好 的 独特 性 质 ， 但 现实 问题 中 
并 不 都 能 满足 p.p. 定 义 中 的 所 有 条 件 。 因 此 ， 有 必要 讨论 定义 中 某 些 条 件 放宽 或 减弱 后 
的 情形 ， 下 面 提 一 下 它 的 一 些 推广 。 


1 非 时 齐 Poisson 流 
把 p.p. 定义 中 将 增 量 平稳 性 放宽 的 情况 ， 即 去 掉 和 是 常数 的 限制 ， 即 得 到 非 时 齐 


Poisson 流 。 
定义 5.1 计数 过 程 {N(D),120} 称 为 具有 强度 函数 {4( 四 120} 的 非 时 齐 p.p. 若 它 满足 
(1) NO)=0; 
(2) {ND),t20} 具 有 增 量 独立 性 ; 
(3) Vt20， 充 分 小 的 h>0,，P(NG+h)-N(D)=1)=ADh+o(h)，P(N(t+h)-N(#)>2)=o(h), 其 中 
{4( 四 120} 称 为 强度 函数 ，A1)0。 


定理 5.1 若 {NO2),120} 是 强度 函数 {4 四 120} 的 非 时 齐 pip.， Sm()= [A du, 则 









































































































































Ys,t>0 有 














[m(s+D) —m(s) 
nl 


证 明 : 证 法 与 定理 一 的 证 法 完全 类 似 ， 留 作 练 习 。 


exp{—[m(s +1)—m(s)l},neN (5.1) 





P(N(s+1)—N(s)=n)= 
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可 以 证 明 ， 通 过 适当 的 变换 可 将 非 时 齐 的 p.p. 转 化 为 时 齐 的 p.p.， 反 之 亦 然 。 


2. 复 合 Poisson 流 








定义 5.2 设 {71, 1),iid.，{AN(D),120} 为 简单 p.p. 且 {ND),t120} 与 {于 ,有 1} 独 立 ， 记 


ND 
X(0)= > 7, (5.2) 
k=1 
称 {X02), 过 0 } 为 复合 p.p.。 
特殊 情况 ， 若 {psk21} ii.d.， 是 取 值 为 正 整 数 的 rw 序列 ， 且 {psk21} 与 {N(D),120} 









































N(t) 
独立 ， 记 OOD = > Pi, 则 称 {X(D)120} 为 平稳 无 后 效 流 。 容 易 理解 KD) 可 用 于 描述 成 批 到 
k= 


达 的 顾客 流 。 
3 条 件 Poisson 流 


定义 5.3 ” 设 和 A 是 一 正 随机 变量 ,分 布 函 数 为 GY),x20。 设 {ND),120} 是 计数 过 程 
在 给 定 A= 入 的 条 件 下 ，{N(D),120} 是 一 时 齐 的 Poisson 流 ， 即 Vs,t 20, 420,ne N。 有 : 


en 





























(A1) oA 


P(N(s+0)—N(s)=n|A=ND)=— 
Nn, 


(5.3) 
4 更 新 过 程 


由 定理 2.1 知 ， 一 个 计数 过 程 ， 若 他 们 相 邻 到 达 的 时 间 间 隔 总 是 指数 分 布 ， 则 此 过 
程 为 Poisson 流 。 现 在 ， 我 们 来 考虑 马 是 一 般 分 布 时 的 情形 ， 这 便 是 更 新 过 程 。 
定义 5.4 设 {V,n20}iid， 且 总 20， 分 布 图 数 为 Foo)xz20， 且 F(0)<1, 令 So=0， 
















































































5; = 》 XU ， 对 V120, 记 ND=sup{n: >0S< 孝 ， 称 NU,E20} 为 更 新 过 程 。 











显然 ， 更 新 过 程 是 一 计数 过 程 ， 并 有 
{ND)2n}={S,<D), (5.4) 
{N(D)=n}={Sn<t<Sn11}= {st} {Snris (5.5) 
请 读者 考虑 : 更 新 过 程 是 否 具有 增 量 独 立 性 。 





















































记忆 69 为 品 的 分 布 函数 ， 由 8S, = XX; ， 易 知 : 














F(x) = F(x) 


F,0)= [FG -War (n>2) 








即 已 ,9 是 Foo 的 冯 重 卷 积 ( 简 记 已 = 已 由 。 记 DO=ENMDO， 称 m(D 为 更 新 函数 。 
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定理 5.2 V 达 >P0, 有 


m(D= > 5, (0). (5.6) 


证 明 : m() = YnP(N(D = n) -PPNOW Ps， SD)= Zn, (1)。 


推论 车 对 v 庆 0,F()<1， 则 


m(t) < F(D)Q- FO) (5.7) 





证 明 : 由 归纳 法 可 得 ，F,()<(F(D》，， 再 利用 (5.6) 即 得 。 
定理 5.3 ”Vv 闪 0, m(D) 满 足下 列 更 新 方程 











m(t) =F(D) + fm waF(u). (5.8) 
证 明 : 由 (5.6) 得 m() = FWD)+ FP,(D)， 将 F(x) = [6x 一 w)dF(w) 代 入 即 得 (5.8)。 
n=2 0 
车 令 所 (s) = | estiqm(t), F(s)= | e™ ar), 从 (5.8) 式 易 得 


FG), gs) -ms) (5.9) 


》 


Fl(s ) 1+m(s) 
拉 氏 变换 与 其 逆 变 换 是 一 一 对 应 的 ， 可 知 m() 与 FD) 亦 是 一 一 对 应 的 。 
邻 J4= EX,， 由 (0)<1 易 证 u>0。 记 N(%)= lim N(?) 。 








己 

















wt 1 


定理 5.4 (1) Pllim 2 =)= 1, (2) P(N(o)=%)=1, (3) Plim— =)=1. 
Xu 








证 明 : (1) 由 强大 数 定律 即 得 。 

(2) 注意 到 {NGo) < 叶 =UP(0S =%) = (X=%) 即 得 。 
(3) 从 略 〈 留 给 有 兴趣 的 读者 作为 练习 来 完成 )。 

更 新 过 程 的 最 初 物 理 原 型 是 零件 的 连续 更 换 ， 一 个 零件 在 零 时 刻 开始 工作 ,在 已 
时 刻 失效 ,然后 马上 被 第 二 个 更 换 ， 一般 地 ， 第 n 个 零件 在 XX; 时 失效 ， 随 之 马上 换 
一 新 零件 。 通 常 假定 各 零件 寿命 是 独立 同 分 布 的 ， 即 P(XY,<x)=F(x)， 显 然 在 这 一 更 换 过 
程 中 NQ@) 表 示 在 [0,4] 的 更 新 数目 。 现 在 ， 更 新 过 程 在 生物 遗传 ， 排 水 系统 ， 可 靠 性 工程 ， 
人 口 增长 ， 经 济 管理 等 领域 有 着 广泛 应 用 。 
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练习 题 

















6.1 假设 在 某 一 公路 上 ， 同 方向 行驶 的 汽车 之 间 的 距离 是 具有 均值 为 100 米 的 指数 分 布 
且 相 互 独立 。 问 : 在 5 公里 的 一 段 路 上 有 50 一 60 辆 汽车 的 概率 是 多 少 ? 

6.2 在 某 一 公路 上 ， 可 以 假设 运输 流 为 强度 等 于 每 分 钟 30 辆 汽车 的 简单 p.p.， 试 求 出 n 
辆 汽车 (一 辆 接 一 辆 ) 通过 观察 岗 需 要 时 间 多 于 1 秒 的 概率 。 


































































































6.3 设 {N(D,t> 0} 是 参数 为 和 4 的 Poisson 流 ，S。= 0,5, 为 第 n 个 信号 (顾客) 到达 时 


刻 。(1) 下 列 事件 是 何 关系 : (N(1) <n) 与 (S, >1t); (N(1D) <n) 与 (S, >7); 








(VCD > 站 与 (8 <t); (2) vs,t >0, 求 E[N(sS)N(W)], P(N(t) = 上 | NGC) = 门 





及 ELN(1) | N(s)] 的 分 布 律 ， (3) 求 妃 (SN (1)=n) 及 E (Si|N (1) ) 的 分 








布 律 ，(4) 求 E (SLIN(D)=n); (5) 试问 到 (1) = Sww -与 FOOD) =t-Sw 是 











否 独立 ? 试 证 之 ; (6) 求 6(1) = Swwu Synpd.f.。 














6.4 设 {N(1),t > 0 是 参数 为 4 的 时 齐 Poisson 过 程 ，{ 们 ,kk>1biid. 且 与 {N(?),t>0} 


N(1) 
独立 ，EY =J1,DY =o”, 令 X(D)= 7 , 求 : EX(1), DX(t). 


k=1 





6.5 设 一 系统 在 [0, ] 内 受 冲击 的 次 数 {N(1),t > 0} 是 参数 为 4 的 时 齐 Poisson 过 程 , 第 














次 受 冲 击 的 即时 损失 为 Di,{Di,k>1jiid. 并 与 {N(1),t1>0} 独立 ， 且 损失 随时 间 呈 指数 











衰减 。{=0 的 损失 为 D， 经 1 时 刻 损 失 为 De“ 设 损 失 可 加 ，t 时 刻 的 总 损失 


NI) 
为 5ED = 了》 Die “0 ， 试 求 EE(1),(a > 0 为 常数 )。 
| 








6.6 设 {NG),r> 0} 是 参数 为 4 的 Poisson 流 ，So =0,51,S,,…,S, 为 相继 事件 发 生 时 刻 。 








(1) 给 定 N(1)=n 下 5 试问 S1,S, 一 01 — SO, 是 否 条 件 独立 ? 同 分 布 ? 试 证 明之 ; 


i 
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1 


(2) 求 E51 及 E(Si|NQO)=n),n>0,k=12,…; (3) 求 (591,55) 在 NC)=1 下 的 条 们 
p.df;(4) 求 (S,,S;) 的 联合 p.d.f。 


6.7 设 {N(D),t> 0 为 Poisson 过 程 ,参数 为 4 ,证 明 : 








(1) 任 给 0<s<t, 有 P{N(s)< NO =1; 
(2) 任 给 0<s<t,e>0, 有 lim,,, P{N(1)-N(s)>e}=0。 


6.8 设 U, 是 iid UU, ~(0,1)， X=-X1iInUi,(4>0 )， 求 (1) XY, 的 分 布 ; 





CS = Xi 的 pdf; G)Z =245, 的 pdf, 并 与 +?(2n) 的 p.df 比 较 。 























6.9 对 固定 仿 0， 求 证 : ve > 0， lim P{ 二 >， Si -KaIN()= 双 =1。 其 中 MD 为 泊 松 信 








号 流 ，5; 为 第 n 个 信号 到 达 时 刻 。 
6.10 考虑 一 更 新 过 程 ， 如 果 P(X, =1)=1/3,P(X, =2)=2/3, 计算 : PCOVO = 月， 


P(UVCO) = 朋 ,PUVG) = 月。 


























6.11 设 {X,,n>1iid., 卫 的 pdf 为 f(x)=pe ?1sy, 其 中 5 >0 给 定 ， 求 更 新 过 











程 





的 概率 P(N(1) > )。 





6.12 设计 , 的 概率 密度 f(x) = xe“,x>0， 求 相应 的 更 新 函数 m(t) 。 


6.13 设 {N(?),t>0} 是 参数 分 别 为 A 的 时 齐 Poisson 过 程 ， 且 相互 独立 (二 12)。 





SO =0,SW 为 第 i 个 过 程 第 n 个 事件 发 生 的 时 刻 。 





(1) 令 XOD=NOOD+N GD ,证 明 {NCD,t>0} 是 参数 为 石 + 人 和 2 的 时 齐 Poisson 过 
程 ; 
(2) 求 SW 的 padf。 








6.14 设 一 信号 接收 器 正 同 时 接收 两 类 相互 独立 且 参 数 为 4 的 Poisson 信号 流 








{N,(D),t>0}，N,(0)=0。SW 表 示 第 i 类 第 n 个 信号 到 达 的 时 刻 ，i=1,2,n 宇 1; 











ne 


PE 
I 








2 
DAY 
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(Dv0<s<t， 求 E{N1(D)+N,(D|N(s))} 与 Ni(S4) 的 分 布 和 





ly 


C2) ESO TN + Nz(D)= 碟 n=12 (3) 求 不 加 分 类 的 第 2 个 信号 到 达 时 刻 的 
数学 期 望 。 








6.15 已 ,已 为 相互 独立 指数 分 布 随机 变量 P(X, >1)=e*,t>0,i=1,2. 





]， XI <X,, 


令 N= 
2， <Z， 


，U=minf To W=|X1—X,|。 





证 明 : (1) PNV=D=(CI +2) 1， i=1,2, 


(2)P(U >t=exp{-(H+42)t}, 1t>0, 

(3) N 与 U 独立 ， 

(4) P(W >1|N=3-i)=e™, 1t>0, i=1,2, 
(5) UU 与 矿 独 立 。 














6.16 某 台 仪器 由 4,B 两 个 系统 构成 ,可 能 发 生 的 故障 有 三 种 类 型 。 发生 第 i 类 (=1, 2， 














3) 故障 的 累计 次 数 构成 三 个 相互 独立 的 强度 分 别 为 4 的 Poisson 过 程 。 若 发 生 第 一 


Co 








类 故障 ， 系 统 4 无 法 正常 运行 ， 若 发 生 第 二 类 故障 ， 系 统 B 无 法 正常 运行 ， 若 发 生 





第 三 类 故障 , 系统 4、B 都 无 法 正常 运行 。 以 子 | 和 了 ,分别 记 4, B 两 个 系统 的 寿命 。 











证 明 : (1) 成 和 马 , 的 联合 分 布 为 : 


P(X, > 5s,X, >1)= exp{-4s— ht—4, max(s,t)}; 

















《这 个 分 布 通常 成 为 二 元 指数 分 布 ) (2) XX! 和 针 , 均 服从 指数 分 布 。 


6.17 设 NOO ={N(CD,t> 0 >1， 为 一 列 相 互 独立 的 Poisson 过 程 ， No 的 强度 为 4 ， 








又 4=D 和 <o。 令 NO=y ENO(),t>0， 证明; 
N={fNO,t>0} 为 复合 Poisson 过 程 。 





170 





第 七 章 随机 游 动 与 离散 鞭 





第 七 章 随机 游 动 与 离散 蒜 











然 科学 中 的 大 量 问 题 可 归结 为 随机 游 动 问题 











动 的 初步 近似 。 概 率 论 中 的 一 些 经 典 问 题 也 色 g 引 导 到 随机 游 动 问题 事 
动 也 是 第 九 章 马 氏 链 的 直观 模型 和 向 导 。 本 章 只 讨论 在 一 

















其 应 用 。 


， 例 如 Ca 以 作为 布朗 运 








实 上 ， 随 机 游 


ee 上 的 随机 游 动 及 











8$1 简单 随机 游 动 














考虑 X 轴 上 的 一 个 质点 ,假定 它 只 外 





能 位 于 整数 点 , 在 时 刻 上 0 时 , 它 处 于 初始 位 置 W=0。 






































以 后 每 隔 单位 时 间 , 它 总 受到 一 个 外 力 的 随机 作 
及 概率 q=1-p 向 右 或 向 左 移动 一 个 上 












































用 , 使 位 置 发 生变 化 , 即 随机 地 以 概率 p 
单位 ， 且 各 次 移动 相互 独立 ， 我 们 所 关心 的 是 





质点 在 

















时 刻 二 2z 时 的 位 置 ， 用 这 种 方式 描 ; 





















































1 质点 第 ;次 向 右 移动 
若 令 : Y, 二 i Sh Sz 

-1 质点 第 i 次 向 左 移动 
点 出 发 ) 第 n 时 刻 的 位 置 。 























述 的 质点 运动 称 为 








维 直线 上 的 简单 随机 游 动 。 




















， 克 -0， 刀 = 》 矿 ， 则 名 表 质 点 (开始 从 原 


i=] 














关于 质点 在 一 维 直线 上 整数 点 的 随机 游 动 ， 已 进行 过 许多 研究 











究 ， 下 面 我 们 介 


较 简 单 的 


两 个 模型 。 


站 绍 它 的 














1 无 限制 随机 游 动 








在 这 个 模型 ， 











， 质 点 可 以 在 整 








玫 个 数 轴 的 整数 点 上 作 游 动 。 随 机 变量 序列 {,，z>0} 


表示 质点 在 不 同时 刻 的 位 置 ， 





下 面 分 别 考虑 n=1，2，3x 的 概率 特性 。 




















l, P(X,=1)= 
当 n=1 时 ， 显 然 | Cs 
-1 PO =-D=4 
当 n=2 时 ， 有 
2 P(X,=2)=P(Y =1,Y,=D)=p" 
X=F + =140 PC =0=PO=1 六 =-D+PG=-1 丈 =D=2p9， 
= P(X,=-2)=P(Y =-bY, =-l)=g” 
类 似 地 ， 当 n=3 时 ， 留 作 练 习 。 














对 于 任意 


时 刻 二 n 的 情况 ， 为 了 使 质点 在 所 n 时 位 于 上 (Kk 也 可 以 是 负 整 


客 数 ) 必须 而 
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且 只 需 在 前 n 次 移动 中 疝 右 移动 的 次 数 比 问 左 移动 的 次 数 多 k 。 若 以 xz 记 它 在 前 n 次 游 
n+k 

































































动 中 疝 右 游 动 的 次 数 ，y 记 问 左 游 动 的 次 数 ， 则 ; x+ty=n x-y=k 即 x 3 因为 x 是 整 
数 。 所 以 k 必 须 和 nn 具有 相同 的 奇偶 性 。 事 件 {C= 避 发 生 相 当 于 要 求 在 前 n 次 游 动 中 有 
全 次 向 丰 ， 2 次 向 左 ， 利 用 二 项 分 布 即 得 





ntk n+k n—k 


P(X,=H)=C, 7 pig? (1.1) 
而 当 n 与 奇偶 性 相反 时 ， 概 率 为 0。 由 (1.0) 式 ， 可 引出 下 面 一 条 命题。 
命题 1.1 若 令 S8 和 + ， 则 S,~ B(n， 力 ， 即 $, 服 从 参数 为 1，p) 的 二 项 分 布 。 


证 明 : 留 给 读者 。 


























下 面 来 看 看 一 维 直 线 随 机 游 动 在 竞赛 《或 赌博 ) 中 的 应 用 。 

设 4、 8 两 队 ( 人 ) 进 行 某 种 竞赛 ( 财 博 )。 每 次 4 胜 ( 赢 ) 的 概率 为 p ， 负 的 概率 为 9 (pt+q=1) 
规定 若 4 胜 ， 则 加 1 分 (得 一 元 )， 和 否则 减 1 分 (给 3 一 元 )， 且 每 次 之 间 的 胜 负 相互 独立 ， 于 
是 上 面 定 义 的 马 就 可 以 表示 进行 了 n 次 竞赛 (赌博 ) 后 ，4 的 得 分 (得 的 钱 ) 。 

在 上 述 背 景 下 ， 我 们 来 求 EC 和 ， 和 ,cc ,了 Y,)。 




































































5 





分 两 种 情况 讨论 
1) p=g=1/2〔 对 称 随机 游 动 ) 

此 时 无 有 =p-g=0， 并 注意 到 甩 与 和 ', 名 ,cc ,高 相互 独立 。 于 是 E(Xini|X0, Xi1,0c, 帮 ) = 
Et YY, Xi ,Es) =EC Ko, Kis , Ki)t EY Ho, Tis, DH) =LtEY, =X,。 由 此 可 
得 
































E(Xnri| Xo, X1, © , Xn)=X (1.2) 

上 式 说 明 ， 在 每 次 胜 负 ( 输 启 ) 机 会 相等 的 情况 下 ， 即 在 公平 竞赛 (赌博 前提 下 ， 

在 已 知 前 "次 结果 马 , 也 , x ,成 的 条 件 下 ， 考 虑 前 Ai+1 次 平均 总 得 分 EC x ,万 ,) 等 

于 前 n 次 的 总 得 分 。 因 此 , 满足 (1.2) 式 ， 反 映 了 由 于 公平 营 争 〈 赌 博 ) 所 导致 的 序列 { ， 

1.>1} 的 一 个 特性 ， 称 具有 (1.2) 式 特性 的 随机 序列 为 蒜 ， 款 是 近代 概率 论 发 展 的 最 为 迅速 

的 一 个 重要 分 支 ， 它 已 广泛 用 于 现代 随机 控制 优化 理论 ， 离 散 随 机 信和 号 的 滤波 ， 预 测 与 

通讯 等 工程 技术 ， 经 济 管 理 以 及 随机 微分 方程 等 基础 理论 的 多 个 领域 。 我 们 将 在 第 三 节 
对 靳 稍 加 讨论 。 


















































































































































2) p>q 

同 理 可 算得 EF(XnrilXo, loc ， Xi)=Xt(p-q) >Xne 
1 于 p>q， 表 示 每 次 胜 负 机 会 不 平等 (不 公平 赌博 ) 。 那 么 ， 在 已 知 前 ?次 结果 总， 
Xi,c 总 的 条 件 下 ， 考 虑 前 za+1 次 平均 总 得 分 EC 各 ,对 ,x 总) 必然 大 于 前 n 次 的 总 得 
分 ， 这 样 的 竞赛 〈 赌 博 ) 显然 是 对 其 中 一 方 有 利 ， 所 以 是 不 公平 的 。 


2 求 输 光 的 概率 
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如 果 参 加 赌博 时 4 有 资本 a 元 ，B 有 资本 5 元， 规定 一 旦 4 启 b 元 或 输 光 了 a 元 时 ， 赌 博 
就 停止 。 下 面 我 们 讨论 4 最 终 启 的 概率 是 多 大 ?而 4 最 终 输 的 概率 义 是 多 大 ? 

上 述 的 输 光 问题 可 以 抽象 为 男 一 类 型 的 一 维 直 线 整 数 点 上 随机 游 动 的 模型 ， 即 为 两 
端 带 有 了 吸收 壁 的 随机 游 动 。 假 设 质 点 每 次 仍 以 概率 p 和 gq 分 别 向 右 和 向 左 移 动 一 位 ， 量 每 
次 游 动 相互 独立 ， 但 假定 质点 在 时 刻 上 0 时 ， 位 于 和 =n， ”0<n<atb， 而 在 0 及 at+b 处 各 有 
一 个 吸收 壁 ， 即 质点 一 旦 移动 到 达 0 或 atb, 质点 永远 停留 在 该 处 。 我 们 来 求 质 点 最 终 在 0 
被 吸收 的 概率 ， 用 的 是 差分 方程 法 。 

若 以 p, 记 质 点 的 初始 位 置 为 和 =n 而 随机 游 动 在 0 点 被 吸收 的 概率 ， 以 q 记 初始 位 
置 为 7 在 a+p 点 被 吸收 的 概率 ， 显 然 ”Pors=0， gars=1 ，Po=1， qo=0 (1.3) 

如 果菜 时 刻 质点 位 于 Xn ， 则 它 要 被 0 吸收 有 两 种 方式 来 实现 : 一 种 是 接 下 去 一 次 
是 向 右 而 最 后 被 0 吸收 ， 另 一 种 是 接 下 去 一 次 是 向 左 的 而 最 后 被 0 吸收 。 所 以 按 全 概率 公 
式 有 








































































































pp [paitgq |pni | (1.4) 
这 样 ， 我 们 得 到 了 关于 p, 的 一 个 有 限 差分 方程 (1.4)， 再 利用 边界 条 件 (1.3)， 就 可 以 求 得 
pa， 下面 我 们 来 求解 。 把 (1.4) 改 写成 





























































































































qg(pn Pn-1)=p(pntl pn) n=1,2,%, atb—l1 (1.5) 
我 们 先 就 p=g=1/2 来 解 上 面 的 方程 ， 这 相应 于 对 称 随机 游 动 的 场合 ， 这 时 方程 成 为 
Pn-pni1=pnii-pn 。 若 设 pnii-pn=pn-pni==% =p1-po=C ， 这 里 c 是 常数 。 由 此 可 得 p,=potnc 
因为 po=1，paws=0， 故 有 po 一 py 2 (1.6) 
a+b 
因此 从 加 =a 出 发 而 在 0 被 吸收 的 概率 为 p, =1- 2 _-_ 2 ， (17) 
a+D a+b 
同 理 可 求 得 在 对 称 随机 游 动 场合 , 从 加 =a 出 发 而 在 atb 被 吸收 的 概率 为 gq， = 。(1.8) 
注意 到 pstqs=1 即 质点 最 终 一 定 要 被 吸收 。 
gq”-[ [pr -pr)=p" :I [rn -pi) 
k=1 k=1 
因此 gq”@p1-po)=p”(pnii-pn) n=0，1，2， cx， atb-1， 由 (1.3)， po=1， 所 以 
pis = py, =(2)" (phD), n=0, 1, 2, ww, atb-l (1.9) 
p 
de a (全 ”一 (的 
因为 : psp -ps= Dpin -pi)= Op -D=(p1 -DA 
k=n k=n Pp Pe 


Pp 





人 























由 (2.3) paws=0; 故 p, =(1-p1) 司 | (1.10) 
op 
1 (0 
因 po=1， 故 Os (1.11) 
Pp 


(20) (9) 
(1.10) 及 (1.11) 立 即 得 到 记 = p 
datb 
0 


因此 ， 质 点 从 Xo=a 出 发 ， 在 0 被 吸收 的 概率 为 


Rat 
RR 人 (1.12) 
1— (20) 1— (£2) 
Pp 2 



































用 同样 的 方法 可 以 求 得 从 =a 出 发 ， 而 在 atb 被 吸收 的 概率 为 





(1.13) 
| 二 (区 
Pp 











注意 到 pst+qs=1， 因 此 质点 最 后 一 定 要 被 吸收 掉 。 
另外， 表达 式 (1.12) 及 (1.13) 在 p=g=1/2 时 没有 意义 ， 这 时 解 为 (1.7) 及 (1.8)， 但 是 (1.7) 
及 (1.8) 也 可 以 从 (1.12) 及 (1.13) 中 令 p Dg 并 利用 洛 必 达 法 则 得 到 。 



































这 样 ， 我 们 在 这 部 分 开头 所 提出 的 问题 就 得 到 了 人 解决。 赌博 过 程 中 4 的 钱 增加 和 减 
少时 对 应 于 质点 向 右 和 向 堪 随机 游 动 ， 4 最终 启 得 赌博 对 应 于 质点 被 吸收 壁 x=atb 吸 收 ， 
所 以 4 赢 的 概率 为 9 ， 而 4 输 的 概率 为 p。。 














§ 2 首 达 时 间 的 分 布 及 其 数学 期 望 





接 下 来 ， 让 我 们 继续 讨论 在 无 限制 随机 游 动 中 经 常 要 用 到 的 首 达 时 间 问 题 。 

考虑 一 维 直 线 随 机 游 动 中 的 首次 通过 时 间 ( 首 达 时 间 ) 的 分 布 及 其 数学 期 望 。 首 先 让 
我 们 先 来 看 何 为 首 达 时 间 。 

设 质 点 在 一 维 直线 上 作 随 机 游 动 , 不 妨 设 和 =0 。 令 : Tos=min{n，n20, =0, =b} 
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其 中 bp 为 整数 (b>0) 。 耕 fn: n>20，X 和 =0，%=b}=0 ， 取 Tos=+o0 。 则 7o。 表示 质点 零 时 刻 








从 原点 出 发 ， 首 次 到 达 2 的 首 达 时 间 。 

















1. To1 的 分 布 及 数学 期 望 





(1) 先 看 两 种 极端 情形 











当 p=1， gq=0 时 ， 显然 P(7T01=1|X0=0)=1 》 日 











[ETo=1; 





当 p=0，g=1 时 ， 显 然 对 于 任意 的 i 满足 i eN， 有 : PUTo=ilXo=0)=0， 





于 是 对 Vv neN 


PCToisnlXo=0)=0, POTo>nXo=0)=1 又 (nu =o= 人 站 Cu >n) On >n+t+D)e (o>n) 





n=1 


故 : (To1 三 oo) = Lim(Tol > n) 由 概率 连续 性 ， 有 


PUT = | Xo =0)= P(Lim(To >n)| Xo =0)=LimP(T0 >n| Xo =0)=1 
n> 1 一 >o0 


故 : E(ToilXo=0)=+o%. 


(2) 再 考虑 以 下 一 般 情形 


























设 0<p<1， 先 求 701 的 分 布 律 。 易 知 P(To=1lR=0)=p， 
需 讨 论 P(T04=2nt+1W60=0) 的 情形 .显然 (T01=2n+1) 发 生 的 必要 条 位 





有 n+1 次 向 右 游 动 ，n 次 向 左 游 动 ， 因 此 ， 














可 设 : 


P(T01=2n+1|X0=0)=anp™ 'q"=anp(pq) 








其 中 4 表 从 原点 出 发 在 2n+1 时 刻 首 次 到 达 1 的 所 有 可 能 的 不 同 路 径 的 数目 。 






























































P(T0=2n [Xo=0)=0 以 、 
F 是 在 27+1 次 游 动 中 ， 人 恰 














(2.1) 





显然 ， ao=] 9 


ai=1， 为 求 a,(n>2) 可 以 有 不 同 的 方法 。 这 里 只 讨论 用 母 函 数 的 方法 。 为 此 ， 我 们 先 利 
其 母 函数 所 满足 的 方程 。 将 求 出 的 表达 式 再 展 
成 4 的 级 数 形式 ， 即 可 求 出 a,。 求 解 过 程 如 下 。 














用 事件 的 分 解 导 出 a 的 关系 式 , 然后 导出 











(a) 求 出 a 的 关系 式 














令 员 = 有 1 To0=min{n, n>0, Fo=—1, X=0}= min{n, n>0, =—1, Hn=0}, Tio 








表示 对 =Vna 而 言 质点 从 -1 点 出 发 ， 























首次 到 达 0 点 的 首 达 时 间 。 令 


X=Xh rn 701 =min{n,n>0,X6 =0,X”=]}，791 可 表示 对 X, 而 言 质点 从 0 点 出 发 ， 








首次 到 达 1 点 的 首 达 时 间 。 


可 以 证 明 ，70;,750,74W (条 件 ) 独 立 ， 























且 同 分 布 (此 处 留 给 读者 思考 )， 





注意 到 ， 当 








71>1 时 ， 有 如 下 事件 分 解 : 


n—l 
(TH =2n+D)=| J{x =0, X=-1’ 7 =2k+1,7 =2n— (2k+1)} 
k=0 
即 质点 必须 先 从 0 点 游 动 一 步 到 -1 点 ， 再 经 过 2k+1 步 从 -1 点 首 达 0 点 ， 最 后 再 经 2n-(2k+1) 
步 首 达 1 点 ， 然 后 对 0<k<n-1 求 并 。 又 注意 到 {Xi, n>0} 上 共有 无 后 效 性 ， 即 vi，j eN。 容 
易 证 明 P(X%i=j|X0, 训 , e, 加 二 站 =P(Xir1=j|X=i)， 我 们 有 




































































1 一 | 
PC =2n+1| Xo =0)= >_P(X, =—1| Xo =0)P(T"o =2k+1| Xo =0,X|=1) 
k=0 
“POT'o =2(n—k-D+1|Xo=0, X=-1,…X2 =0) 
1 一 ] 


=》 gp(T', =2k+1| X=-DP(T =2(n -kl)+1| X=0) 
=0 











k 
故 
n—l 
PC =2n+1| Xo =0)= >,9P(To =2k+1| Xo =0)P(T =20 k—1l)+1l|Xo =0) (2.2) 
k=0 


将 (2.1) 代 入 (2.2) 。 化 简 得 









































dag 二 
Un = Sd n2>1 be) 
(5) 求 mw 
设 {o， n>0) 的 生成 函数 ( 母 函 数 ) 为 A(x) = yaux" 0<x<1。 对 (2.3) 式 两 边 同 乘 以 
n=0 
x”， 再 对 /之 1 求 和 ， 即 可 得 到 详细 的 计算 请 读者 自己 完成 ) : 
x|[L40o0]24CD)+1=0 (2.4) 
解 (2.4) 式 ， 并 考虑 到 4Co 为 xz 的 单调 增 函 数 〈 请 读者 补 出 证 明 ) ， 有 
Se V1— 4x (2.5) 


2x 








把 (2.5) 式 展开 成 寡 级 数 ， 则 有 ，4(C0= 一 一 C 和 x" ， 即 得 a = 一 一 多， 故 得 到 ， 


n=0 
To 的 分 布 率 为 


A =0)=— Cp(pg)” ke (2.6) 
7 十 












































以 上 的 结果 ， 我 们 可 以 知道 ， 当 p > g 时 ，P(7ui<colZ=0)=1。 事 实 上 ， 有 
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PC < ol Xo =0)=P( J =2a+ DIXo =0)= >, PO =2n+1| Xo =0) 









































n=0 n=0 (2.7) 
> | | 4 SN 
-Ya,plpg)" -pApg) -=p 9) -Vp+9g) A a ed 
#0 2pq 2pq 
当 p<g 时 ， 可 得 Pi <x|Xo =0)=p2 9 人名 ?1 PT =olX =0) 
pd q 
=1-- 守 >0 二 ECT |X6 =0=+o。 此 时 7 不 是 几乎 处 处 有 限 的 rwl 
gq 
求 出 了 7 的 分 布 律 ， 即 可 求 出 其 期 望 值 。 仅 把 结果 列 在 下 面 : 
1 
lr 0) rr (2.8) 


+% pzgqg 


详细 的 推导 留 给 读者 作为 练习 。【〔 提 示 : 利用 期 望 的 定义 及 4(x) 的 关系 式 ) 












































2 Tos(b>2) 的 分 布 及 期 望 


先 来 分 析 7To。， 对 于 To 的 分 布 ， 可 以 类 似 于 To1 的 分 布 律 的 方法 求 之 。 但 若 用 如 下 随 
机 变量 分 解 的 方法 ， 则 更 简洁 。 


令 针 =X7 75 =minfn,n>0,X =],X;，=2} 容易 证 明 7o 与 7 条 件 独立 且 同 


















































本 

















2 
分 布 ， 又 注意 到 7o=7To+ Ti 故 ECw |Xo=0)=2E(TW|Xo=0)=1p-g ?了 ”9 
+% pzg 





令 P(T0=2nt2/X0=0)=bs(pg)y”” BW)= b,x" 0<x<1l 
天 二 修 

















易 知 B(x)=[4(x)] 再 利用 上 面 的 结果 ， 有 


1-VI-4x、， 1—2x—Vl—4x 
一 一 一 ) = 一 一 一 一 一 
2x 2 


























B(x) =[A(X)] =( 






































wi. EH oh 1 n n 1 n 
将 BCo) 级 数 展开 ， 得 BO)= Ds CHa ， 故 有 bn = Ct? 即 有 
n=0 


1 n n 
P(T0o, =2n+2|Xo =0) = C2(p9) 的 (2.9) 


对 于 To (>2) 的 情况 ， 可 仿照 To 的 变量 分 解 方法 ， 类 似 进 行 处 理 。 
以 上 我 们 着 重 讨论 了 直线 上 一 维 随 机 游 动 的 两 种 特殊 情况 。 还 有 一 些 较 为 一 般 的 随 
机 游 动 留 到 第 九 章 去 讨论 。 
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8$3 离散 蒜 简 述 * 


























在 第 一 节 的 讨论 中 我 们 已 经 由 公平 财 博 引出 了 款 CMartzgale) 的 概念 ， 而 款 论 目前 已 
成 为 研究 概率 论 理论 及 应 用 概率 论 和 其 它 随机 过 程 的 有 力 工 具 。 在 统计 、 序 贯 决策 、 最 
优 控制 以 及 随机 微分 方程 等 方面 均 得 到 了 广泛 的 应 用 。 款 论 的 发 展 与 现今 的 竞争 社会 是 
分 不 开 的 。 有 奖 彩票 ， 保险 ， 投资 建设 等 均 与 总 论 有 关 。 










































































1 定义 与 例子 


定义 3.1 过 程 {X;,，n>20} 是 扶 ， 如 果 vn>0， 有 

1) ElXl<%0, 

2) EC 马 ， 和 而，x， 成 ) = 名 ，a.s， (几乎 处 处 ) 

款 的 背景 来 源 于 公平 财 博 。 上 式 表 明 ， 如 第 款 次 赌 后 资金 为 矶 ， 则 第 靖 +1 次 赌博 后 
的 平均 资金 恰 等 于 闷 ， 即 每 次 赌博 胜 负 机 会 均等 。 









































有 时 {FZ ，n>0} 不 能 直接 观察 ， 而 只 能 观察 男 一 过 程 {7,，n>0}。 故 我 们 作 如 下 定义 : 

定义 3.2 设 有 二 过 程 {%，n>0) 及 癸 ,， 7 之 0}， 称 {,，n 之 0} 关 于 {,，n>0} 是 扶 ， 
如 果 : 

1) EXl<%, 

2) EC 加 ， 矶 ，c， 乃 ) = 三世 a.s. 

注 ， EVAHFELECH 如， 有 ，c， 万 )]=EX = 这 说 明 蒜 { 世 ， n>0} 在 任何 时 刻 
的 期 望 值 均 相 等 。 















































下 面 介绍 一 些 著 的 典型 例子 。 
例 3.1 独立 同 分 布 随机 变量 之 和 





设 =0， {7 站 1} 独 立 同 分 布 ，EY=0，E|7<w%， 加 =0， > 则 {46;,n>0} 


i=l 


关于 { 巧 ， 人 20} 是 款 。 














证 明 : 因为 EIX, EEID 下 km 且 E(XnrilYo, Yi, %, Y,)= EXt Yl Yo, FI, , 
i=l 





7)= EC Fo, Fi, x P+ECY) Po, Fl, ox, )=%,。 
例 3.2 和 的 方差 


设 WH=0， { 马 ，/ 之 二 独立 同 分 布 ，EZ=0，EZ = ，NZF=0， 世 ， =(2》 万) —ng’, 


则 {2，n20} 关 于 {7,，n>0} 是 鞭 。 
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证 明 : 因为 
ElX, EEI(O 7) -no kKEIO, YF) |+no? 
i=1 i=] 


=EO Y + VY)+no’ =2n0 <% 


z=l iz#j 


且 





E(Xnn [YoY,)= EO + DY) -Ca+D o? |7,.…Y,) 


和 


-ED +27 4 DY + OOF) (n+ Do? [hh] 


让 | 


= ELY21 | Fo, ] + 2E[Y,n DY | YY,]+ ECX | 瑟 ，… 马 )-a 
| 


2 


= EY +2E[ Yn | Yo,*: TOY)+X, -0 =X, 
i=] 














以 上 两 例 知 ， 由 独立 同 分 布 随机 变量 的 和 或 者 和 的 方差 所 构成 的 序列 都 可 以 构造 














可 


例 3.3 似 然 比 构成 的 识 
设 有， 于，x， 了 ,x 是 独立 同 分 布 随机 变量 序列 ， 有 和 有 fh 是 p.df， 令 
A Da 
fF) RI)H) 
假设 Vy， 有 0)>0， 当 五 的 p.4f 为 有 时， 则 {86,，n>0} 关 于 {2,，n>0} 是 拷 。 
证 明 : 因为 
ElX, EE| 




















万 Co) 万 ( 了 7) 万世) eo 
fo (Fo): fo(¥1)… folY,) 
万 (也 TD) | 马 ， … 也 ]= XE EI Cm) 
fo(Ynn) fol(Yin) 
fr) _ ff) 
于 万 dy = dy =1， 因 此 {,，n>0} 关 于 {7,，n>0} 是 靳 。 
i ed era sd 0 (Wh， 夫 0} 关于 {了 ,7 夫 0} 是 








EX [7 )= ELX 























例 3.4 Doob 靳 过 程 
设 有， 五 ，x， 了 ,x 是 一 随机 序列 . 有 一 随机 变量 X，E|H<w%o， 令 
X=E(X| Yo, cc Y) 
则 {6，n>0} 关 于 {了 7,，n>0} 是 妆 ， 并 称 之 为 Doob 过 程 。 
证 明 : 因为 ElX%|= EECGI Yo, oc, Yi)|}SE{E(XI) Yo, %, Y)}= EIXI< oo， 
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E(Xn+1l Yo, CC， 也 ) =E {£2(A Yo, 2C， Yn) Yo, XX, 也 = E(AXl Yo, , =X 
这 个 例子 很 “奇特 ”以 一 系列 任意 随机 变量 为 条 件 的 条 件数 学 期 望 构成 蒜 。 




















如 何 构 造 出 靳 来 。 
不 公平 赌博 还 可 引出 上 款 和 下 款 的 概念 ， 如 下 ; 
定义 3.3 设 有 二 过 程 {%,，n>0} 及 {7,，n>0}， 
蒜 ， 如 果 : 
1) ElXl<%, 
2) EC 加， 矶 ，x， 帮 ) 和 有 a.s, 
3) 总 是 万 页，x， 肥 的 函数 。 









































定义 3.4 设 有 二 过 程 {X66,，n>0} 及 {7,，n>0}， 
款 ， 如 果 : 

1) ElXl<%, 

2) ECXinl Yo, Fi, «, 1)>X, a.s, 

3) 如是 HH， 了 x， 的 函数 。 














2 停 时 与 停 时 定理 





以 上 列举 了 四 个 蒜 的 例子 ， 许多 时 候 用 蒜 可 以 解决 原来 不 易 解决 的 问题 . 但 关键 是 



































称 {，n>0} 关 于 {二 ， 谍 0} 是 上 


称 {X,，n>0} 关 于 {7F,，n>0} 是 下 


我 们 知道 若 {，n>0} 是 靳 ， 则 : vneN ， 有 EZ=EXo， 那 么 若是 一 个 取 值 非 负 整 
数 的 随机 变量 ， 在 EX,=E 各 中 以 7T 代 和 禁 n， 请 读者 从 直观 上 猜想 ， 是 否 有 EX:=EXo? 例 






























































如 ， 本 章 第 一 节 中 对 称 随机 游 动 。 由 (1.2) 式 知 ， 当 p=g 时 ，{，7P0} 是 款 ， 有 EX=EX%0。 
然而 当 了 为 首 达 时 间 TH 时 ， 由 (2.7) 式 有 P(T01 <%|Xo=0)=1。 再 由 Xn 定义 ， 可 得 






























































P(Xn =])=1, 故 EXi =1。 而 EXo 一 0, 所 以 EXr EXo。 那么 什么 时 候 二 者 相等 呢 ? 


为 此 先 引出 停 时 的 概念 。 停 时 是 一 个 不 依赖 于 “将 来 ”的 随机 时 间 ， 先 给 出 粗略 的 直观 


定义 。 





























定义 3.5 设 取 值 为 非 负 整数 (包括 +oo) 的 随机 变量 T7， 及 随机 序列 {7,， n>0}. 若 对 
n>0， 事件 {7=n} 的 示 性 函数 Irsj 仅 是 加 ， 页 ，x<， 丈 的 函数 ， 则 称 7 了 是 关于 {7,，n>0} 


























的 停 时 (stopping time) (或 称 马 氏 时 间 )。 


























例 ， 上 段 对 称 随机 游 动 中 的 Th 关于 {XY,，n20} 是 停 时 ， 因 Yne N ， 有 7 = 








Txiz11<k<n_1xX,-1)， 显然 它 是 (Xj,1<k<n) 的 函数 ， 故 To 关于 {X%，，n>0} 是 停 时 。 
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例 3.5 {NOD)， 


时 刻 ， 
证 明 : 请 读者 自己 完成 。 


则 MD 关于 {S， 











停 时 有 以 下 基本 特性 : 




















仑 0} 是 参数 为 和 的 时 齐 Poisson 过 程 ， So=0， 5 为 第 n 个 事件 发 生 
n>0} 不 是 停 时 ， 但 MO+L 关于 {5,， n>0} 是 停 时 。 
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1) 7=k(k 是 一 常数 ) 是 
2) 设 7T，o 是 关于 {7,，n>0} 的 两 个 停 时 ， 则 maG，TvG =max (7T, o )，TAo=min(7, 
0) 均 是 停 时 。 























则 








其 应 用 。 我 们 将 不 加 这 












































个 停 时 ; 


下 面 介 绍 有 关 停 时 定理 (Optional stopping theorem 或 Optional Sampling theorem). 及 
E 明 的 给 出 一 个 较为 一 般 的 停 时 定理 及 其 推论 : 























定理 3.1 ”( 停 时 定理 ) 设 {M,，n>0} 是 凌 ， 了 7 是 停 时 ， 若 
P(T< oo) =1; 
ElXH< oo; 


1) 
2) 


3) 


LimE|X, Tr 0. 


1 一 00 


EXr=EX'o. 


推论 设 有 =0，{, 伦 1} 独 立 同 分 布 , EYi= nu, DY=0 <oo, So=0， S= DY 二 


k=1 











nk. 车 了 为 停 时 ，ET< oo， 则 如 如 <o， 且 EX1=ES1- ET=0。 











如 何在 实际 中 应 用 停 时 定理 与 推论 呢 ? 这 里 介绍 一 个 应 用 停 时 定理 的 例子 。 
例 3.6 随机 游 动 

{Y,, n>20}, {Xn, n>0}, 
T=min{n:=a 或 加 =b} ，b>0 为 正 整数 ， a<0 为 负 整数 ， 

所 =P(Xr=a| 和 =0)， 成 表 从 0 出 发 先 到 达 a 的 概率 。 

则 PC7=b| w=0) =1-V。 

若 以 赌博 (或 投资 ) 为 背景 。 
次 得 到 的 钱 ， 
分 二 种 情况 讨论 


| 
1) 当 3 时 























EXo=0 ? 





























Tv 的 定义 均 与 第 一 节 相同 ， 以 下 令 














设 甲乙 两 人 赌博 ， |a| 表 甲 原 有 的 资金 ， 区 对 


下 
了 
小 
S 











b 表 乙 原 有 的 资金 。 那么 表示 甲 先 输 光 的 概率 。 























(2.7) 式 的 计算 知 : P(To1<oo| 和 =0) =1。 由 Xj 定义 知 ， X=1 故 EX =1， 而 








所 以 EXr EXo。 易 知 { 马 ， n>0 } 关 于 {Z， n>0} 是 鞭 ， To1 关于 {7 n>0} 


























由 定理 


3.1 的 推论 知 ， 





EToi<o% 不 成 立 (因为 大 EToi<oo， 则 EXn =EX0=0)， 
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故 ETo01=+%o 
可 以 验证 了 满足 定理 3.1 的 条 件 ， 故 有 : Er=EX=0。 但 EX 二 Va +(1- 克 )b=0， 解 
es b oe 、 i 
之 ， 得 : 了 = ， 这 就 是 甲 先 输 光 的 概率 。 同 理 : 蕊 =1- 矿 =- 2 。 
lal+b lal+b 





如 何 求 E(TIXo=0)， 即 任何 一 方 输 光 的 平均 时 间 是 多 少 呢 ? 这 需要 构造 一 个 合适 的 
园 来 解决 。 


设 Zr= TY- 站， 不 难 验证 它 关 于 {7,，n>0 } 是 摧 ， 详 细 的 推导 留 给 读者 。 


于 了 为 停 时 ， 且 BT<co。 另外 ， 可 以 验证 : 与 7 满足 定理 3.1 的 条 件 ， 故 有 : 
EZr=E20-0. 










































































而 由 于 EZy =E(X7? -7T)=EX? -ET ， 因此: 





ET= EX? =a’V, +b"(-V,)=a’. ee 
lal+p lal+b 





dalb 

















2) 当 p-qg=h >0 时 ， 这 是 不 公平 赌博 ， 每 次 甲 方 赢 的 概率 大 ， 这 时 的 到 是 多 少 
呢 ? 为 此 仍 需 要 构造 壮 。 注 意 到 此 时 E57=p-q=h. 令 = 加 n。 容 易 验 证 : {Un>0 } 
关于 {7 ， 7>0} 是 款 。 另 外 ， 可 以 验证 : 到 与 了 满足 定理 3.1 的 条 件 ， 有 : EUr=EUp， 
故 EVAE7T。 对 于 To， 我 们 知道 它 也 是 停 时 。 同 样 可 以 验证 : 邑 与 Tol 满足 定理 3.1 的 


条 件 ， 故 : EX =hET0o1， 即 : 















































EXT， 央 1 





ET, = = 一 
KH p-gq 





























在 此 我 们 得 到 了 第 一 节 中 己 有 的 结论 ， 但 此 处 的 计算 要 简洁 的 多 ， 这 就 是 停 时 定理 的 威 
力 。 














令 所 =(D”， 由 于 p>q， 故 0< 卫 <1. 下 面 验证 {7 n>0} 关 于 {7,, n>0 } 是 园 , 因 
了 p 
为 EIV, FEIO™ ED =] [ED =1<% 
Pp p pe p 


E(V,n | Yo, )= BO I 7,]= ED (CD 测 





=(L)Y .EOD p+.g]= (=, 
p p p p p p 


可 以 验证 : 到 与 了 满足 定理 3.1 的 条 件 ， 故 EVr=EV0o， 男 外 ， 由 于 EWo=1， 因 此 EVr 
=]。 
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eh 





仍 记 =PCYr=a | 加 =0) ， 有 EV =V( 和 +-V)()? =1 解 之 ， 
p p 





lal+b 


CC 
p p 























故 从 0 状态 出 发 ， 当 p>q 时 首 达 a 的 概率 小 于 p=g 时 首 达 a 的 概率 。 
在 以 上 论证 过 程 中 ， 满 足 停 时 定理 条 件 的 证 明 均 省 略 了 ， 这 主要 是 因为 其 中 有 些 已 
了 本 书 的 范围 。 有 兴趣 的 读者 可 以 参看 [11]。 









































区 
ri 
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练习 题 
7.1 设 {Y,,n>1}iid.P(Y, =1)= p>0,P(Y, =-1)=gqg2>0,p+g=], 


p-4>0,Y,=0, Xo=0,X, = VU, =X,—n(p-q), V,=(g/p)™, 


W,=U; —n[ll-(p—g)]. (WD 证 {U,,n>0), {7,,n>0},{W,,n>0} 关 于 








们 ,,n 之 由 是 轴 ; CO) 证 { 有 之 中 关于 地 > 二 是 下 蒜 ，G) 求 避 ， 与 避 的 相关 系 





数 ; (4) 求 E(U, | 总) 的 分 布 律 并 证 明 E(U,,, |X,)=U,,vx>0; (5) 求 





E(Vs | X, =3)。 
7.2 设 六 =0,{Y,,n>1iid,，(1) 若 EY, =0,E7 =0o’,X, =0, 


X= (D7) -no ,证 {X,,n>0) 关于 全 ,n> 是 黑 ; 罗 若 了 ~ 


[ 











N(0,07),X,， =exp{ 各 Dv 一 2 和} ，n>LX6=0。 证 明 {X,,n>0} 关于 





位 , 妹 > 二 是 款 。 





7.3” 设 随机 变量 序列 {X,,n > 0}, 满足 E|X,|<%, 且 





E[X,, | Xo0, XX, |=aX, + ,n>0,0,Pp>0a+P=1. 


n+l 


令 了 =aX,+XX, ,n>L7 =X,。。 试 选择 合适 的 a 使 得 他 ,n> 关于 





{X,,n> 0} 是 默 。 





7.4” 设 {X,,n>0} 关 于 簿 ,,n>1} 是 黑 。 证 明 对 任何 整数 集 K<1<m,XX,, 一 站 | 与 








成 不 相关 , 即 E[(X，, - 成) 已 ]=0。 


























7.5 设 {X,,n>0} 是 靳 ,而 {6,,i> 0} 由 下 式 部 分 和 确定 , 耳 , = > ，, 乞 。 试 证 : 


Wi EE,)=0. 
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7.6 设 万 服从 (0，D 上 均匀 分 布 ， 且 给 定时 ， 7 是 (1 一 了 ,1] 上 的 均匀 分 布 。 令 


~ 





Xo=%,X, =2"[TL -Y/Yijn=1,2,… 。 证 明 {X,,n>0) 关于 





和,,n 之 由 是 扶 。 
7.7 设 {X,,n>0} 是 M.C. 状 态 空 间 S = {0,1,2,…,N}。 


GD py= CI -HY ,= X(N -XN NY. HEE: 


{Xi,n>0} 与 全 ,,n>0} 关 于 {X,,n>0} 是 蒜 。 











(2) 者 p;= CiCay /Cy ,TW = 了 , (一 于,)/X,n > 0。 试 确定 儿 ， 使 




















{WV,,n>0} 关 于 {了 ,,n > 0} 是 摧 。 





7.8 设 {X,,n>0} 是 MC., S={0,1,2,…,N}, P=(p,),P™ =(pW)。 且 wu(i,n) 对 





Vi,n eS,, 满足 u(i,n) = > ou(k, n+m)pY? 。 记 U, =u(X,,n)， 证 明 : 
{0,,n0} 关 于 {X,,n>0} 是 扶 。 
7.9 设 {X,,n>0} 关 于 {,,n>} 是 摧 , ec 是 任意 常数 。(1) 车 EIX, vcl<+o ， 则 


{ ,Vc,n>0} 是 下 蒜 ; (2) 若 EX* < +o0, 则 {XY1,n>0} 是 下 蒜 。 





7.10 设 {X,,n>0} 关 于 {,,n>} 是 上 蒜 。(1) 若 X, 入 c|<+%, 则 





人 入 Csn 之 0} 是 上 靳 ，(2) 车 EX;7 > -0， 则 {Xj7,n 之 0} 是 上 加 。 
、 2 天 < 

A A De 
EY,E(YY,), EY |Y,), E(Y, |Y,,Y, 1) 


7.12 志和 同 71 题 ， To0=minfn:n>0,X,=l} ， Xi,=Xnp tn ， 








7 =minfn:n>0,X=2}， 试 证 :Tw1 与 715 条 件 独立 且 同 分 布 。 














注 : 其 中 第 7.7、7.8 两 题 可 等 学 完 第 九 章 后 再 做 。 
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第 八 章 Brown 运动 


Brown 运动 最 初 是 由 英国 生物 学 家 R.Brown 于 1827 年 根据 花粉 微粒 在 液 面 上 做 “无 
规则 运动 ”的 物理 现象 提出 的 。1918 年 Wiener 对 这 一 现象 在 理论 上 作 了 精确 的 数学 描 
述 ， 并 进一步 研究 了 Brown 运动 轨道 的 性 质 ， 提 出 了 Brown 运动 空间 上 的 测度 与 积分 ， 
使 得 对 Brown 运动 及 其 泛 函 的 研究 得 到 迅速 而 深入 的 发 展 。Brown 运动 作为 具有 连续 时 
间 参 数 和 连续 空间 参数 的 一 个 随机 过 程 , 是 一 个 最 基本 、 最 简单 同时 又 是 最 重要 的 过 程 。 
许多 其 它 的 过 程 常常 可 以 看 作 是 它 的 泛 函 或 某 种 意义 上 的 推广 。 今 天，Brown 运动 及 其 
推广 已 广泛 地 出 现在 许多 纯 科 学 与 应 用 科学 领域 .同时 , 由 于 Brown 运动 与 微分 方程 (如 
热传导 方程 )》 有 密切 的 联系 ， 它 又 成 为 概率 与 分 析 联 系 的 重要 渠道 。 在 这 一 章 里 ， 仪 对 


Brown 运动 作 一 简要 的 介绍 。 



































































































































8$1 定义 和 性 质 


1. Brown 运动 的 定义 


我 们 从 一 维 直 线 上 的 随机 游 动 引 出 布朗 运动 。 
让 先 离散 化 。 让 我 们 先 考虑 在 一 直线 上 的 简单 、 对 称 的 随机 游 动 。 设 质点 每 隔 4t 


寺 间 ， 随 机 地 以 概率 六 5 向 右 移动 4x>0 单位 ,或 以 概率 g=1-p= 2 向 左 移动 4x 单位 ， 












































苹 





且 每 次 移动 相互 独立 ， 记 




















i 





]， A 2 基点 ES ES. 一 - a 
DP 
-第 次 质点 向 左 移动 























设 六 0 时 , X(0)=0, 那么 及 (1) = Ax(X1 + 于， We t 8 中 [表示 不 超过 六 的 
At 


1 


[一 ] 
最 大 整数 。 显 然 X(t) = Ax( 入， ) 是 独立 同 分 布 的 rw 之 和 ， 因 而 它们 在 互 不 重叠 的 时 
k=1 


























间 区 间 上， 由 量 相 互 独 立 ， 且 EX=0 ，DX=EXi =1 。 故 此 时 





























EX(t)=0， DX() =(Ax)? - [A 、 
以 上 简单 随机 游 动 可 作为 微小 粒子 在 直线 上 作 不 规则 运动 的 近似 。 而 实际 粒子 的 不 
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规则 运动 是 连续 进行 的 ， 为 此 ， 考 虑 4t-3>0 时 极限 情形 。 
记 ) 精确 化 。 通常 情况 下 ， 令 41->0, 4x 一 0。 由 实验 得 知 ， 在 许多 情形 下 ， 有 


Ax=CVAt (C>0 为 常数 )， 下 面 假定 在 Ax = CVA 的 条 件 下 ， 推 出 其 极限 情形 。 






























































显然 ， 当 4130 时 ，EX(D)=0; 而 Di DYO= Lin(Aoz[]=Cz2 
Ate0 Ate-0 At 


为 一 方面 ，X(1)= Ax(X1 + 外, +…+ X11) 可 看 作 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 之 和 ， 
































即 XtD) 看 作 是 许多 微小 的 随机 变量 CYALX,…CYALX ， 之 和 ; 故 当 4t->0 时 ， 由 中 心 





极限 定理 知 ，XD) 趋 向 于 正 态 分 布 ， 即 41-30 时 ，X(D~N(0,CD)。 若 VxeR， 访 0， DX) 为 
标准 正 态 函数 ， 有 




















Lim P4 = <x»= D(x) 

















有 了 上 述 简 单 随机 游 动 的 极限 描述 ， 可 以 引出 下 面 的 
定义 1.1 若 一 族 随机 变量 { X() , 它 0} 满足 
i) {X(D), 过 0} 在 不 重 且 的 区 间 上 ， 其 增 量 相互 独立 ; 
i Vs, 记 0, X(stD)-X(s)~N(0,C 1)， 即 X(s+1)-X(s) 是 期 望 为 0， 方 差 为 Ct 的 正 态 分 布 ; 
iii) X(D) 关 于 是 连续 函数 。 
则 称 {X0D), 120} 是 Brown 运动 (B.M. 或 Wiener Process )。 
以 后 如 无 特别 声明 ， 约 定 X(?)=0。 
当 C=1 时 , 称 {X(D) ,过 0} 为 标准 Brown 运动 , 记 为 {B(D), 众 0}。 它 在 t 点 的 p.4f. 记 为 







































































ez (1.1) 





2 
Co 
民 据 上 面 Brown 运动 的 特性 可 知 B(42)-B(40)~N(0,6b-t1) ， 故 其 Pd 为 
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1 x 
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(1.2) 


2. Brown 运动 的 性 质 
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Nd 





定义 1.2 随机 过 程 {X(7),te 直 ,车 对 任意 的 tieD 二 1,2,…n，(X(41),X(42)…X(t)) 的 联合 
分 布 为 n 维 正 态 分 布 ， 则 称 {X(D),te 允 为 正 态 过 程 。 
定理 1.1 Brown 运动 是 正 态 过 程 。 设 {B(), 120} 为 标准 B.M.， 则 当 w=0,B(0)=0 时 




















V0=10 <ti <…<t,,(B(), BC) ,BC )) 的 j.p.df 为 


(X12 Xti,ty, tl,) = [eG 一 2 一 四 1) (1.3) 


i=] 


x2 


e 2 且 xo=0 。 











NN 
4 


中 :PCs0=- 忆 
a 
证 明 ， 利用 B.M 的 增 量 独 立 性 。 








B.M. 的 定义 知 蕊 , 丈 …, 马 相互 











令 了 -80 78 -B(t1),2< isn, 则 BG)= > Y,; 
天 = 
独立 ,二 ~N(0,t-t14)， 则 其 联合 密度 函数 为 


4 
Xx 


。 1 
10 De 





] 



































于 BCD)= 和 ， 故 由 第 三 章 命题 61 得 (B(0),B(2),…,B(6) 的 jp.d/ 为 
k=1 


SEO 


且 易 得 MF1， 故 








SO 有) ex 
1 2 19°2 1I 2z( -1,) 2(1 1,1) 


=] ] zc — Xisti ti) 


i=l= 








定理 得 证 。 
在 得 出 了 (8B(#1), B(t2)…, B(t)) 的 j.p.df 之 后 ， 可 得 以 下 推论 。 
推论 1 V0<n<bp<…<tbi< ,在 B(t1)=x1,B(b) = BUDD) =xXn1 下 B(4,) 的 cp.df 为 





x [ (x, 1) 


1 
fa NR, XN) = OO Xp 
| 27x(t, ~ ti) 2(t, ER £1) 


] . (1.4) 





E(B(t)| B(t1)=x1, B(t2) = DB) =Xn1 )=xn_1 (1.5) 
DO] B(L1)=x1, B(1,) 一 X2，””， B(tn-1) =Xn_1)=tn-tn_1 (1.6) 
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从 1 和 2 可 以 通过 求 c. p.q.f 的 方法 和 
推论 1 表明 Brown 运动 具有 这 样 


一 条 性 质 ; 即 已 知 现在 ， 将 来 与 过 去 条 件 独立 。 但 
是 ,对 于 41<t<ts， 如 果 在 给 定 B(11) 与 B(3) 下 求 B(ty) 的 c.p.4f:， 结 果 会 怎样 呢 ? 


先 看 看 取 #1=0, ts=1, t=t, 0<t<1 的 情形 























民 容 易 求 得 和 这 里 不 葵 述 。 


Da 




































































式 (1.3) 知 ,在 B(0)=0 下 , B02), B(1) 的 j.p.df 

















为 
a 1 x? (一 问 ? 
f (x,y) = 和 | pL 半 人 ]}。 
又 在 B(0)=0 下 ， BD 的 pdf 为 g)= 万 =exp( 当 ， 从 而 在 B(0)=B(1)=0 下 ，B(D) 的 条 
件 概率 密度 为 : 记 mwao-sa-oCoD = f(y) 





1 x? 
SS 
BO ne on 
布 。 可 以 看 





LL 





ELB(DIB(O)=B(1)=0]=0, ELB’(NIB(0)=B(1)=0]-4(1-D) 

















对 于 一 般 的 情形 , 我 们 有 以 下 
定理 1.2 对 <1<t;， 给 


其 均值 为 : 








定 B(t1)=a, Bo)=p, B(0)=0， 则 BO 的 cp.4f 是 一 正 态 密度 
4a+(b 一 a)(t 一 (ts -41)”， 方 差 为 : 


证 明 : E[B(D)B(t1)=a, B(t;)=0b]=E[B(D)-B(U)+B(H)B(t)-B(O0)=a, B(ty)-B(t1)=b-al] 


“ t—t t—t 
=E[B(D)-B(NIB()B(H)(b-a)Nta=—— 一 一. ![(p—a)-0 
[B(D-B(WIB(L)-B(H)A(b-) ta | [一 -0+a2 




















》 








(ty -Dt -tt 4) 














=at+(b-—a)(t—t)(t 一 与) 
上 式 * 处 用 到 了 第 














四 章 例 5.5 的 (5.8) 式 (二 元 正 ; 
上 例 类 似 ， 留 作 练习 。 提 示 : 先 求 相 应 的 cp.qf。 











态 条 件 期 望 的 公式 )。 条 件 方差 的 证 明 与 








定理 13 设 {1BO, 它 0} 是正 态 过 程 ， 轨 道 连续 ，B(O=0，vVvs 记 0， 有 EBP(OD=0， 
E[B(sS)B(D]=tAs， 则 {B(D), 从 0} 是 B.M.。 反 之 亦 然 。 

证 明 : 先 证 充分 性 。 
定理 1.1 知 , 若 {1B(), 它 0} 是 BM， 则 它 是 正 态 过程 。 同时 | 
ZEB(D=0， 且 轨道 连续 。 设 0<s<t 则 
E[B(s)B(D)]=E[(B(D)-B(s)+B(s))B(s)]=EL(B(O)-B(s))B(S)]+ELB "Gs)] 
=E[B()-B(s)]JELB(GS)]+s=s。 所 以 




























































































Brown 运动 定义 知 ， 
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E[B(sS)B(O]= tAs, EL[B(D]=0  (*) 
充分 性 得 证 。 
证 必要 性 。 
当 {B(0), 它 0} 是 正 态 过 程 ， 且 满足 (*) 式 时 ， 那 么 VswP>0， 有 

ELB(OD)-BGC)]=ECB(DO)-ECB(C))=0， 
E[B(D)-B(s)] =ELB*(D]+ELB’(s)] -2ELB(DB(S)]=tts—2(t As)=| 夺 |。 

而 Vsi<h <s<b， 有 
E[{B(11)-B(s)}{B(t)-B(s2)}]=ELB(H)B(t)] -ELB(D)B(s2)] -ELB(S1)B(t)]+ELB(S1)B(s;)] 
=f1—t1—S$1+s1=0 。 
再 由 正 态 分 布 知 : 不 相关 即 相互 独立 , 所 以 3 是 独立 增 量 过 程 。 且 B(2)-B(s)~N(0,lt-s))， 
又 1BW), 它 0} 轨 道 是 连续 的 ， 得 {1BW, 之 0} 是 B.M.。 必 要 性 得 证 。 

这 样 就 得 到 了 判断 一 个 正 态 随 机 过 程 是 否 为 Brown 运动 的 充分 必要 条 件 ， 从 而 得 出 
一 系列 很 有 用 的 结论 。 

定理 1.4 设 {B(D), 企 0} 是 Brown 运动 ， 则 

1) {B(t+t)-B(7),20}, V7t20; 


































































































2 200 0},4>0; 

















3) {B07),t > 0 其 中 四 ) ,0=0; 





4) {Br.s Bn,0<S<TY,T>0。 
仍 为 Brown 运动 。 
证 明 : 利用 定理 1.3 的 结论 易 证 ， 详 细 的 推导 留 给 读者 。 









































至 此 , 我 们 已 经 研究 了 不 少 有 关 Brown 运动 的 重要 性 质 和 定理 。 那 么 , 它 和 我 们 上 
一 草 所 讨论 的 台 有 什么 关系 呢 ? 这 是 一 个 很 有 价值 的 问题 。 我 们 先 引 入 连续 参数 扶 的 概 


人 














诊 


定义 1.3 随机 过 程 {X(D), 兰 0}, 车 V 0< to<t1<=<6<t, 有 EIX(D|< %, 且 : 
E(XODIX(to), X(t1),=, X(t))=X(t) (a.s.) 








则 称 {XD, 它 0} 为 款 。 


定理 1.5 设 1B(, 它 0} 为 Brown 运动 , 则 1500, 它 0 180 着 0} 都 是 靳 。 
证 明 : 利用 Brown 运动 的 增 量 独立 性 不 难 证 明 ， 详 细 的 推导 留 给 读者 。 




































































以 上 结论 可 知 , Brown 运动 本 身 既 是 马 氏 正 态 过 程 ， 又 是 连续 款 。 这 个 结果 很 别致 ， 
但 并 不 奇怪 。 因 为 我 们 分 别 讨论 的 Poisson 过 程 、 Markov 链 、 鞭 、Brown 运动 等 随机 过 
程 , 不 过 是 对 一 些 随 机 过 程 的 某 些 方面 的 特殊 性 质 进 行 了 专门 的 、 分 类 的 讨论 ,而 并 不 排 
斥 这 些 性 质 可 以 交叉 、 共 存 于 一 个 随机 过 程 中 。 在 介绍 这 些 概 念 时 上 只 能 “是 行 ” 进行, 但 
实际 上 要 能 够 “并 行 ” 应 用 ， 融 会 贯通 。 
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$2 首 中 时 ( Hitting Time ) 与 最 大 值 ( Maximarn Value) 的 分 布 








设 {B(2),120} 为 标准 Brown 运动 。 不妨 设 B(0)=0 ， 记 T=mintt: 户 0,B(D)=a} ，T, 表示 
首次 击 中 a 的 时 间 ( 首 中 时 );， 要 研究 P(Ti< 六 有 多 大 ， 仍 然 从 事件 的 等 价 性 入 手 。 
对 VY 记 0， 记 M, = max B(u) 表示 [0,4] 上 的 最 大 值 。 显 然 存 在 下 述 事 件 等 价 关系 

































































{T<t}={M2Za} (2.1) 
则 有 P{Ti<=P{M 之 a}。 为 求 P{T<t}), 注 意 到 
P(B(D)>a)= P(B(D>a|T,< 1 )P(T,< D+ P(B(O> a |T, >1)P(T,>D), 


显然 ， P(B(? 之 a17T2> 间 0， 又 由 Brown 运动 的 对 称 性 知 ， 在 Tx< 1 条件 下 ， 即 B(7Tw=a 时 ， 
(83(1)>q) 与 (8(D)<a) 是 等 可 能 的 ， 即 


























P(B(D> a |T,< N= P(B(D) <alT, < 0 


故 P(T,< DD)=2P(B(D) > a)。 








2 +oo 2 2 +o 了 a 
于 是 当 a>0 时 ，P(7, <D)= 一 | e *qdu=,|=|,e ?dx=2(-®(—)) 
/2A | le Vt 


t 





当 a<0 时 ， 由 Brown 运动 的 对 称 性 ， 显 然 P(T_s< 人 =P(Ti< 7) 所 以 对 于 一 般 的 a ,有 













































































2 pw - 亏 |a| 
PO <D)=, he Ydr=20- 0 (2 的 
-Eh 人 
这 就 是 首 中 时 的 分 布 。 
此 可 以 推 知 两 个 重要 的 结论 
(1) 丈 几 乎 处 处 有 限 ， 即 P(Ts<%w)=1 . 因为 : 
P(T, <%)=LimP(T, <t)= 2 ea =1 (2.3) 
1 一 >o0 7r 0 


即 a 点 首 中 时 Tv< oo 的 概率 为 1。 
(2) ET= +oo。 (2.4) 


证 明 : 
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00 0o0 Oo 分 OO 且 ， 
ET, = hb P(T, >D)dt =| [1— PC <D]at= | [hs 上 让 fae 2 dulat 
Vt 


-上 FF 左 。 De Ei [je de a i 1 


2r11 1 12r1l1 
>a’ 人 e-1 二 1 一 而 =+m 
A 1 和 ”1 


所 以 ET= :+oo。 


§ 3. Brown 运动 的 各 种 变形 与 推广 


1 豚 收 Brown 运动 


B(t) 7 >t 
设 X(1) = (a ， 其 中 T=mint{t :20,B(1)=a}。 
a 7 <t 








称 {X(D), 120} 为 吸收 Brown 运动 。 表 示 一 旦 质点 到 达 a 后 ， 即 被 吸收 停留 在 a 点 。 
可 以 证 明 : X(D) 的 概率 分 布 为 : 


P(X(t)<y)=1 当 y>a 


Pu-o- 记 | Wy=a G3.1) 


22 


PAW <DN= es 











Mt “72x 





2 反射 Brown 运动 


设 YD)=|83( 和 站 ， 则 称 {Y(D), 这 0} 为 在 原点 反射 的 Brown 运动 。 
我 们 来 推导 YD 的 分 布 。 显 然 ， 当 y<0 时 ，P(Y(D)<y)=0; 当 y>0 时 ， 


fe 2 加 -1 (32) 











2 
P(Y(1) <y)=P(-y < B()<y)=2P(B() < y)-1 - 疡 
这 样 就 得 到 了 它 的 分 布 。 
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3 几何 Brown 运动 


设 到 0D=e5， 则 称 { 了 六 过 0} 为 几何 Brown 运动 。 
几何 Borwn 运动 有 时 可 以 作为 相对 变化 为 独立 同 分 布 情况 的 模型 。 例如 , 设 Ys 是 n 








— Yo 2 
时 刻 商 品 的 价格 ， > Xn) 是 独立 同 分 布 的 。 如 取 Yo=1,7w=XyXo#X)， 则 
(n-D 




















InY,,,) = Yn Xo ; 所 以 当 nDw 时 ， 根 据 中 心 极限 定理 知 ，{In_ Yi ,71} 渐 近 为 Brown 
i 


运动 。 于 是 {74w,n>0} 就 近似 为 几何 Brown 运动 。 
取 B(D) 的 矩 母 函数 f(s)= Ele 中 ]， 则 





6(s)= Ble ]= | 区 : 和 = 2 
相应 地 : 
EW()) = E(es 0))=60) =e?; (3.3) 
DW())= EW (0)) -I[EW(N] =E(e’ )-e’= (2)-e’ =e” -e'。 (3.4) 


这 样 就 得 到 了 几何 Brown 运动 的 一 阶 矩 和 二 阶 矩 。 











4 漂移 Brown 运动 


设 {B(D), 过 0}) 为 Brown 运动 ， 记 和 人 =B(D)+ut，h 为 常数 ， 称 {X00), 人 0} 是 带 有 漂移 
系数 hn 的 Brown 运动 。 
漂移 Brown 运动 的 背景 是 一 个 质点 在 直线 上 作 非 对 称 的 随机 游 动 ， 确 切 叙 述 如 下 : 
质点 在 直线 上 每 经 At 随机 地 移动 Ax ， 每 次 向 右 移 Ax 的 概率 为 p ， 向 左 移 Ax 的 概率 
为 9， 且 每 次 移动 相互 独立 ， 以 X(D) 表 示 t 时刻 质点 位 置 ， 令 


1 第 jj 次 向 本 
a a 
-1 第 ;次 向 左 移 ta 



















































































设 Ar= VA, p=3(+ NA),g=T 0 -LNA) 对 于 给 定 的 /过 0， 取 充分 小 的 Ab， 


使 LVAt <1; 当 At >0 时 EX(WD=4t, DX(D=t, 所 以 XD ND. 


将 带 漂移 的 Brown 运动 的 定义 写成 微分 形式 ， 得 dX(D)=qdB(D)+udt， 即 质点 t 时 刻 位 
移 的 增 量 分 解 为 随机 性 增 量 与 确定 性 增 量 之 和 。 
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一 般 地 有 如 下 推广 : &KD=cdB(D+HUdt。 若 扩散 系数 o 与 漂移 系数 4 不 是 常数 ， 而 是 1/ 
与 X(?) 的 函数 ， 那 么 有 如 下 更 一 般 的 随机 微分 方程 : QKDO=a(XD)dBODO+TLL RD)d 这 
类 随机 微分 方程 可 用 以 描述 分 子 的 热 运动 ， 电 子 的 迁移 运动 规律 等 ， 例如， 以 X(?) 描述 


一 个 粒子 在 液体 表面 + 时 刻 的 速度 , 有 m 一 六- = 2 ,其 中 m 为 质点 质量 
















































































~ 











_fX(D) 为 粒子 与 液 面 的 摩擦 阻力 ， 记 0 为 常数 ， 而 人 为 分 子 撞击 产生 的 总 的 合力 。 























求解 这 一 类 方程 在 物理 学 工程 中 是 常见 的 ， 而 这 离 不 开 Brown 运动 理论 。 
可 见 漂 移 Brown 运动 很 具有 实际 意义 ， 只 要 赋予 相应 系数 以 物理 意义 ， 就 可 以 用 它 
来 刻 划 许 多 复杂 的 难以 研究 的 物理 过 程 、 工 程 技术 及 经 济 现象 。 

































































§ 4 Brown 运动 轨道 的 性 质 * 


























本 节 将 通过 以 下 几 个 命题 来 研究 Brown 运动 轨道 的 性 质 。 
以 下 均 设 {B(D) , 过 0} 为 标准 Brown 运动 ， 且 B(0)=0。 















































命题 4.1 对 v0 固定 ,有 : Pi@: tm 0 四 BC a -| (4.1) 





则 ， 只 需 证 : 了 ,一 全 >1， 





k=1 




























































































而 由 第 五 章 定理 4.1 的 推论 1， 只 需 证 明 : Ve >0， es 事实 上 ， 
我 们 易 知 : 

EX, -A BB 一 2] -Pac 有 BS 二 -> 二 
故 由 契 比 雪夫 不 等 式 我 们 知道 ，Ve> 0， PONX -< 这， 再 令 


-5 1) BD, 则 X, = 2 7 ; ye NO 站 ， 且 Ye (1<k<n) 相 互 独立 
天 = 下 
































E 态 分 布 的 性 质 知 











所 以 : DX， -py -Spy? ; 


k=1 k=1 
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DY? = 有 一 (CBEZ2)? | 人 四? G; 人 四” -2 四 .DX, -2 97 























加 2771 t 
所 忆 te 1 21 
故 > Po:| > 大 = 一 <oo 
n=1 n=1 n=1 
命题 4.2 对 V20 固定 ， 有 : Lim > (B(ti) — Bi 1))? =1 (4.2) 
4 一 0 全 


证 明 : 要 证 明 以 上 命题 ， 只 需 证 明 Lim E[2_(B(1)— Bt)) -1 = 
i 








0 。 为 此 计算 


EL (Bi)— Be) -1 , 记 Y = Bi)- BG) (SkSn), iYi~N(O,t -ti) 
k=1 




















正 态 分 布 的 性 质 知 EY =3.( 一 11)”, EY? =DY, =t, 





tii, 且 了 (1<kz<n) 相 互 








x 


由 立 ， 政 当 Jj 挨 [时 ，EY?2Y? = EY?EY? =(ti 一 ti)(t 一 t/1)， 因 此 : 





EY (B00) Blti 1)? 一 下 -ED SS 


-EY -2E(9 了 )t+1t? 
k=1 导 =] 
= >) +29 -ti -二 = DG i t+t 2 te) 
i<j 


Pt) <4 tn) = B40N, ED (BE)- BU) -1 >0 
k=1 k=1 


改 :Za > (BGA) -Bltia)* =1 

















村 
命题 4.3 ”对 Vv/>0 固定 ， 有 : 中 :Lim > | BC) BC |= "| =1 (4.3) 
n> 全 


证 明 : 由 命题 4.1 知道 : 








?= 四 =1， 又 因为 BQ) 轨 


























道 以 概率 1 连续 , 所 以 可 以 证 明 极 大 值 ; 














函数 max, (BC 区 间 [0,4 








义 
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学 
上 以 概率 1 一 致 连续 ， 故 记 : A=-{0: PB) -BC 人 一 至 分， 
k=] 


B= {0: max,{| BC /)— BC 四 |} 一 致 连续 } ， 则 P(4)=1, P(LB)=1, 又 : 





ek kl1  ， 
> [B80) -BC-—— 
之 | 1) 有 站] 





k 


上 
k k—l 
D8) -BD)|> 
k=1 2 2 l 





















































k 2 
dA D)|} 
ee Fk 1 ee 
对 一 切 @ 都 成 立 ， 而 当 weAB 且 nD 时 ， 2 IO 册 i, BO 的 连续 
=] 
大 大 -1 < kl 
性 有 : B(—t)-B 四 |} D0， 故 此 时 : B(—t)-B t ， 而 
max {| (3 Cs ) 有 | | 0 )| 一 oo 


P(A)=P(AB)+P(AB’), 0<P(A4B") <P(89=1-P(B)=0， 故 : PUB)=P)=1。 





a 大 -1 
下 o:ZM >》|1B( 一 有 -BC 一 0)=oi=l 
mo 全 2 p22 


命题 4.3 说 明 对 t 在 任意 区 间 上 ， 对 几乎 所 有 的 09，Brown 运动 B(t{, @) 关 于 t 不 是 有 
注 : 对 于 任意 固定 的 t+， 几 乎 对 所 有 的 0，B(D 关 于 1 没有 有 限 的 导数 。 























命题 4.4 ”对 vr>0 固定 ， 有 














Lim 2 BB) -B11) = 58 (0 -1 (4.4) 
n m.s. ] 1 
Lim 2 )B(t;)— B(t, 1)) = 3 (1) + 7! (4.5) 


证 明 : 令 4=》 BG)CB() -BC C, = 2 BE CB) - BL1)) (ne N), 则 
k=1 k=1 


A + C= dB) + BUA NBE) -BEA)= B00)-B (1)=B" (0) 
k=1 k=1 

















n 


由 命题 4.2 得 4 -C= (BU)- BE) — S14 0) 故 : 4 =B2(0O-C,， 而 
= 
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由 均 方 收敛 的 定义 知 : LimE(4, —C, -1)*=0 .. Lim E(B (1) -2.:C, -ft) =0 


0] =0 ” 故 由 此 





.Lim E[C, Ee B’(t) 
no 2 


< 1 1 
Lim > BO AB) -Bn) (5B OW) -50 =0， 


(4.4) 式 成 立 。 同 理 可 以 证 明 (4.5) 式 。 

在 介绍 漂移 Brown 运动 时 ， 我 们 提 到 了 随机 微分 方程 ， 与 分 析 中 类 似 ， 要 想 解 随机 
微分 方程 ， 就 必须 定义 随机 积分 ， 也 称 伊 芯 积 分 ， 然 后 将 相应 的 微分 方程 转化 为 积分 方 
程 来 求解 。 关 于 Brown 运动 的 积分 是 最 简单 也 是 最 常用 的 一 种 。 



























































定义 4.1 (伊藤 积分 ) 称 一 随机 过 程 {e(D), 众 0} 关 于 Brown 运动 的 伊藤 积分 是 指 : 对 于 
区 间 [0, 妖 的 任 一 分 割 0=1 < <……<tj=t， 记 : 





44=max(t; -ti1)， 若 和 式 
l<k<n 





Dy gt VB) Blt) 当 和 D0 时 的 均 方 极限 存在 ， 则 称 该 极限 为 g(D) 关 于 B(D) 的 伊藤 


k=1 

















积分 ， 并 记 作 : | g(s)dB(Gs) 。 也 即 


Lim S$ g(t DBC) Bi 0) = igs)dB() (0 
> k=l 





例 4.1 求 :Brown 运动 关于 自身 的 伊藤 积分 | B(s)dB(s) 。 





解 : 














定义 知道 Lim 六 BCL DJGBCD -BG 1) = 上.B(s)4B(s) ， 而 由 命题 44 
k=l 





知 : 




















n m.s. ] 1 、 
Lim 2 B(t,_ 1)(B() — BG)) = 38 人 -本 故 由 均 方 收敛 极限 的 唯一 性 知 : 


1 1 1 
| BCs)aB(s) = 73 (0 3 (4.7) 






































上 例 可 以 看 到 ， 伊 蕨 积分 与 普通 积分 (这 里 指 斯 蒂 尔 吉 斯 的 积分 ， 下 同 )， 有 以 下 
几 点 明显 的 不 同 : 


(1) ， 伊 芯 积分 定义 中 最 后 一 步 取 极 限 是 在 均 方 意义 下 的 极限 , 而 不 能 定义 和 理解 为 












































I 








第 八 章 Brown 运动 203 














0 一 0 时 ， 是 对 每 一 个 @ 的 求 极限 。 这 是 因为 由 命题 4.3 可 知 ， 对 几乎 所 有 的 mw， 


B(1,@) 关于 在 任意 给 定 小 区 间 [a,b] 上 都 不 是 有 界 变 差 函 数 ， 故 而 对 几乎 所 有 的 
o， 其 积分 和 式 都 不 存在 有 限 的 极限 。 
《2) ” 伊 腾 积分 在 定义 积分 和 式 时 , 被 积 函 数 在 小 区 间 上 要 取 左 端点 , 这 与 普通 积分 
任意 取 不 同 。 这 样 做 的 理由 可 由 命题 4.4 看 出 ， 若 不 是 固定 取 左 端点 ， 而 固定 取 
右 端点 或 任意 取 ， 那 就 会 导致 极限 值 不 同 或 极限 根本 不 存在 。 
(3) ， 伊 芯 积分 的 结果 通常 不 满足 普通 积分 中 的 牛顿 一 莱 布 尼 效 公式 , 以 上 务必 请 初学 
者 注意 。 
伊 蕨 积分 和 伊藤 随机 积分 方程 在 现代 信息 科学 、 管 理科 学 与 金融 科学 中 已 成 为 最 重 
要 的 数学 模型 之 一 ， 请 有 兴趣 的 读者 看 相关 的 文献 。 


















































只 分 可 
































































































































204 


8.1 


8.2 


8.3 


8.4 


8.5 


8.6 


8.7 


和 
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练习 题 


设 {B(?),t>0} 为 标准 B.M.。(1) Vs,t>0, 求 E[B(s)B(1)]; (2) 求 B(1) 在 





B(s)=x1,B(U)=X, 下 的 cp.df 及 ELB(D)|1B(s)=xi,B(u)=Xxs] ， 其 中 
0<s<t<u; (3) v0O<zs<t<u, 求 E[B(s)B(u) | BON]: (4) 令 


了 (1)=1B(1/f)， 当 t >0,X(0)=0， 当 0 时 ， 问 车 0 <ti <t, <ts, (11) 与 





了 (4,) 一 (1, ) 是 否 独 立 ? 并 证 之 。 














设 {B(7),t 0} 为 标准 B.M.。(1) 给 定 B(s)=x， 求 B(s+) 的 条 件 概 率 密 度 ; 
(2) 证 于 = 二 2 (3) V0< <t <…<tn， 给 定 B()=x,l1<i<n, 求 








BlL,, ) 的 条 件 概率 密度 ， 及 P{B(tn) < x| BL) = xX, B(t,) = xX,}, 
下 BBC BC) Var{B(t, 1) | B(L)=x1,*, Bltn)= Xn}, vx ER 


(4) V0 < <t, <…<t， 给 定 B(L)=x,l<i<n。 求 B(t,,) 的 条 件 概 率 密 
度 函 数 。 


Y()=1B(D),7(0)=0,2(D) = BD) -1BD, WE) =1B(a’),a>0,U(0)=(t+ DZ +1)), 








(1) 证 明 : 红 (2),t>0}, { 环 (0),t>0}，{(D),t>0} 都 是 BM.; (2) 求 Z0D 的 p.df。 





令 V(1) =exp(-Q1)Blexp(2a1)] ， 求 证 : {V(?),t>0} 是 平稳 正 态 过 程 〈 称 为 
Ornstein-Uhlenback 过 程 ) 并 求 EU FT 坟 及 7 雹 的 概率 密度 函数 。 











求 |B(@D)|,mino,s BGS), MW) = maxo,s(B(s)) 及 6(1) = MGD)-B(D 的 概率 密度 
函数 。 

求 S(1) = | BGs)ds 的 协 方差 、 方 差 及 (S(41)S(t)) 的 联合 概率 密度 函数 。 

证 明 P{M(1) > x| BC) = MD = exp(- x /21). 
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提示 : 求 在 给 定 6(?) = M(B(t) =0 下 MO) 的 条 件 分 布 。 


8.8 设 4U>0,M =max XGO ， 证 : @& >0,P(M > w) =exp(2HUa) 。 





2 


大 =1 


89 设 n>L1<k<2", 记 A, = B(E)- Bs)s, = 


E(S; |S,), E(S, |S;),ES,; (2) 证 明 :E(S,,|1S,)=3(S, +]) 及 





E(S, | Sn) Sn 3 














8.10” 求 P(T <Z < 兄 ) 。 提 示 : 利用 全 概 公式 及 B.M. 的 对 称 性 。 








(V(t+h) -VD 
h 





rol, (2) | IV(O) 
h—0 


8.11 VOD) 同 题 8.4， 求 () 多 下 
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本 章 讨论 离散 参数 T={0,1,2, wx} =No,， 状态 空间 5= 行 ,2, %} 可 列 的 马尔 可 夫 过 程 , 通 
常 称 为 马尔 可 夫 链 ( Markov Chains), 简称 马 氏 链 (M.C.)。 马 氏 链 最 初 由 Markov 于 1906 
年 研究 而 得 名 。 至 今 它 的 理论 已 发 展 得 较为 系统 和 深入 , 它 在 自然 科学 , 工程 技术 及 经 
济 管 理 各 领域 中 都 有 广泛 的 应 用 。 



























































8$1 定义 与 例子 


定义 1.1 随机 序列 { 总 ,zz>0} 称 为 马尔 可 夫 链 ， 如 果 对 任意 jo, i1, cc in, in+1ES, neNo 
及 PG= io,XI= hi cc B=in ) >0， 有 : 





P(Xnti=innlXo= io, 人 二 站 cc in )= PIC)。 (1.1) 


(1.1) 式 刻 划 了 马 氏 链 的 特性 , 称 为 马尔 可 夫 性 ( 或 无 后 效 性 ), 简称 马 氏 性 。 

定义 12 VY ijy eS, 称 POiZErD= py(n) 为 n 时 刻 的 一 步 转移 概率 。 若 对 Vi, 
eS, py(n) si 与 元 无 关 ， 则 称 { n>0} 为 齐 次 马 氏 链 。 记 P=(pi)), 称 PP 为 {%,, n>0} 
的 一 步 转移 概率 算 阵 ,简称 为 转移 条 阵 ( Transition matrix)。 

本 章 仅 限 于 讨论 齐 次 马 氏 链 。 

为 直观 理解 马 氏 性 的 意义 ， 设 想 一 质点 在 一 直线 上 的 整数 点 上 作 随 机 运动 。 以 马 
表示 该 质点 在 时 刻 n 的 位 置 。 ( 万 =i) 表 示 质 点 在 时 刻 n 处 在 i 状态 (位 置 ) 这 一 随机 事件 。 
如 果 把 时 刻 n 看 作 “ 现 在 ”, 时 刻 0, 1, x,n-1l 表示 “过 去 ”, 时 刻 n +1 表示 “将 来 ”， 
那么 (1.1) 式 表明 在 已 知 过 去 和 = 并 , cc 已 -= 及 现在 =i 的 条 件 下 , 质点 在 将 来 时 刻 
n +1 处 于 状态 i (移动 到 + 位置) 的 条 件 概率 ,只 依赖 于 现在 发 生 的 事件 (=i,)， 而 与 
过 去 历史 曾 发 生 过 什么 事件 无 关 。 简 言 之 , 在 已 知 “ 现 在 ”的 条 件 下 , “将 来 ”与 “过 
去 ”是 独立 的 。pij(n) 表 示 质 点 在 时 刻 n 由 状态 i 出 发 ,于 时 刻 n+1 转移 到 状态 j 的 条 件 
概率 。 而 齐 次 性 :pij(n) =pij; 表示 此 转移 概率 与 时 刻 n 无 关 。 

































































































































































例 1.1 独立 随机 变量 和 的 序列 
设 {7,,n>0} 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 。 且 ¥, 取 值 为 非 负 整数 , P{Y,=i }=ai, w >0， 


























>; 

















Sl 令 N=0, P= 27， 则 易 证 { 及, n>0} 是 一 马 氏 链 ,是 | 


总 | 河 0, Jj<i 





显然 {7,, n>0} 本身 也 是 一 马 氏 链 。 
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例 1.2 直线 上 的 随机 游 动 

在 第 七 章 ,我 们 详细 的 讨论 了 一 维 直 线 整 数 点 上 随机 游 动 的 两 种 最 为 常见 的 模型 ,以 
下 讨论 一 些 更 为 一 般 的 模型 。 
(a) 无 限制 的 随机 游 动 

设 有 一 质点 在 数 轴 上 随机 游 动 , 每 隔 一 单位 时 间 At ( 设 A 所 1) 移 动 一 次 , 每 次 只 能 问 
左 或 向 右 移 动 Ax 单位 ( 设 Ax=1), 或 原 地 不 动 。 设 质 点 在 0 时 刻 的 位 置 为 a, 它 向 右 移 动 
的 概率 为 p>0 向 左 移动 的 概率 为 q>0, 原 地 不 动 的 概率 为 r>0, (ptqt/=1), 且 各 次 移动 相 
互 独立 ,以 天 , 表 示 质 点 经 n 次 移动 后 所 处 的 位 置 。 则 {6,, n>0} 是 一 马 氏 链 , 有 
Pi,i+1-p, Pi,i-1~q, pi, 其 余 Pi 0。 








































































































() 带 吸 收 壁 的 随机 游 动 

设 (a) 中 的 随机 游 动 限制 在 S={0, 1, 2, x, 5p} 内 ， 当 质点 移动 到 状态 0 或 后 就 永远 
停留 在 该 位 置 ， 即 poo=1, pw=1, 其 余 pij (1<ij<b-1) 同 (a)。 这 时 序列 {1%,, n>0} 称 为 带 两 
个 吸收 壁 0 和 5 的 随机 游 动 ， 是 一 有 限 状态 马 氏 链 。 















































(c) 带 反 射 壁 的 随机 游 动 

如 (5) 中 的 质点 到 达 0 或 5 后 ,下 一 次 移动 必 人 返回 到 1 或 5-1, 即 po=1l, pps1=1, poF0 
(了 源 1),ps =0 (7zp-1)， 其 余 同 (q)。 称 此 { 和 ,>0 } 为 带 反 射 壁 0 和 4 的 随机 游 动 。 则 
{ n>0} 是 一 马 氏 链 。 





(q) 艾 伦 费 斯 特 (EhrenfesD) 模 型 

这 是 一 个 著名 的 粒子 通过 薄膜 进行 扩散 过 程 的 数学 模型 。 即 一 质点 在 状态 空间 
5S={-a, -at+1, cc, 一 1, 0, 1, 2, cc, qa} 中 作 随 机 游 动 ， 且 带 有 两 个 反射 壁 a 和 -a， 其 一 步 转 移 
概率 是 : 























1 i 1 i ; 
记 六 = 二 (+ 一 ), piin =~(1——), —a+t+l<i<a—l 
2 a 2 a 
Pa,a-!l = 1， 忆 -a,-a+l 三 1, 
Pii = 0， 其 它 









































1 上 可 看 出 ， 当 质点 位 置 i < 0, 即 在 原点 左边 时 , piij4<1/2, pi 11>1/2， 此 时 质点 下 一 
步 向 右 移动 比 向 左 移动 的 概率 大 ,日 与 离 原点 的 距离 成 正比 。 反之 亦 然 。 当 质 点 在 原 
点 时 ， 向 左 向 右 的 概率 相等 。 这 样 的 随机 游 动 可 作 如 下 两 种 解释 。 

(1) 考虑 一 容器 内 有 2a 个 粒子 作 随机 游 动 。 设想 一 个 薄膜 (界面 ) 将 容器 分 为 相等 的 
左 、 右 两 部 分 4 和 B。 如 用 总 表示 寺 时 刻 B 内 的 粒子 数 与 4 内 粒子 数 之 差 . 并 假 
定 每 次 移动 只 有 两 种 可 能 ,一 粒子 从 左 到 右 或 一 粒子 从 右 到 左 ，( 即 同一 时 刻 有 两 个 或 两 
个 以 上 粒子 移动 的 概率 为 0， 当 A1tD0 时 作 这 种 假设 是 合理 的 )。 则 {4%6, n>0} 可 用 上 述 模 
型 来 描述 。 
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(2) 设 一 粒子 受 一 “弹簧 力 ” 作 用 , 在 直线 上 作 随 机 游 动 ， 当 粒子 偏离 原点 时 ,受到 
一 附加 的 与 偏离 距离 成 正比 且 指 向 原点 的 力 的 作用 ， 从 而 使 向 原点 移动 的 概率 增 大 。 用 
马 表 示 粒 子 在 时 刻 半 的 位 置 , 则 同样 可 用 上 述 模型 来 描述 。 





























例 1.3 排队 模型 

(a) 离散 排队 系统 

考虑 顾客 到 达 一 服务 台 排队 等 待 服务 的 情况 。 若 服 务 台 前 至 少 有 一 顾客 等 待 , 则 在 
单位 时 间 周 期 内 ， 服 务 员 完成 一 个 顾客 的 服务 后 ， 该 顾客 立即 离 去 ; 若 服务 台 前 没有 
顾客 ， 则 服务 员 空 闻 。 在 一 个 服务 周期 内 ,顾客 可 以 到 达 , 设 第 个 周期 到 达 的 顾客 数 
8 是 一 个 取 值 为 非 负 整数 的 随机 变量 ， 且 {Ej, n>1}ii.d.。 在 每 个 周期 开始 时 系统 的 状态 
定义 为 服务 台 前 等 待 服务 的 顾客 数 。 若 现在 状 态 为 i, 则 下 周期 的 状态 j 应 为 


ofG-D+é, iz1 

本 
其 中 e 为 该 周期 内 到 达 的 顾客 数 。 记 第 n 周期 开始 的 顾客 数 为 五 ， 则 ,11=(Y， -1 +&,， 
这 里 a =max(a,0)。 根据 马 氏 链 的 定义 ， 容易 证 明 {%6, n>0} 是 一 个 马 氏 链 。 若 设 










































































疯 





P{8=j=ap az0 且 > ar =1， 则 {Vn >0} 的 转移 概率 为 
K=O 


Po;i=4; 7 > 0， 
Pi;=4; 7 > 0， 
Pij =aP i>1,j2i-), 
pi; =0 i>1,j<i-l, 























直观 上 , 大 EE6， si >1, 则 当 充分 大 后 ,等待 顾客 的 队长 将 无 限 增 大 ; 若 B&, <]， 
k=0 














则 等 待 服务 的 顾客 队长 趋 于 某 种 平衡 。 





(5) GUN1 排队 系统 
G- 表 示 顾 客 到 达 服 务 台 的 时 间 间 隔 , 假设 为 独立 同 分 布 ,分 布 函数 为 G(x); 
M- 表 示 服 务 时间 , 假设 为 独立 同 指数 分 布 ( 设 参数 为 有 由, 且 与 顾客 到 达 过 程 相 互 独 











a 
MY.; 











1- 表 示 单 个 服务 员 。 
记 总 表示 第 半 个 顾客 到 达 服 务 台 时 系统 内 的 顾客 数 (包括 该 顾客 )， 刀 表示 第 半 个 顾客 到 
达 时 刻 。 易 证 {7%, 中 1} 为 一 马 氏 链 。 为 计算 它 的 一 步 转移 概率 矩阵 ， 令 4={%=i， 
it1 玫 =X 二 i， 在 (7,Tn1) 上 服务 完 j 个 顾客 }，(i>0,0<<i) 而 P{ 在 (0 四 上 服务 完 7 个 





























顾客 }=e (0)7/ 放 ， 于 是 ，P(4|X, = 站 =[ PT =i,Tn -T=1)dG(t) = 
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(De (yw)/dG(1)， 得 : piinj=(j) 1e (DO7dGG) ，P>0.0s<i。 而 pw 是 服 
务 员 由 个 顾客 转 为 空闲 的 概率 ， 易 知 


pi0 = E(k) et (a) dGt), i20 
k=1 























例 1.4 离散 分 支 过 程 
考虑 某 一 群体 , 假定 茶 一 代 的 每 一 个 个 体 可 以 产生 gE 个 下 一 代 个 体 , 其 中 是 取 值 为 


非 负 整数 的 离散 随机 变量 ，P{E = 月 =az0, k >20， 于 ap =1, 设 某 一 代 各 个 体 产生 下 一 代 
k=0 

的 个 数 相 互 独立 同 分 布 且 与 上 代 相 互 独立 。 记 交 表 示 第 普 代 个 体 的 数目 ， 则 当头 -0 时， 

nl = 1 +62 + Ox, ， 其 中 &; 是 第 n 代 中 第 i 个 个 体 产 


生 的 下 一 代 的 个 数 。 由 此 可 知 , 只 要 给 定 总, 那么 总 :的 分 布 就 完全 决定 了 ， 且 与 以 前 
的 总 总 2 XK 无 关 ， 故 {Xi, n>1} 是 一 马 氏 链 。 其 转移 概率 请 读者 自己 写 出 。 





























有 Xn=0; 当局 >0 时 , 有 了 










































































下 面 的 定理 提供 了 一 个 非常 有 用 的 获得 马尔 可 夫 链 的 方法 ， 并 可 用 于 检验 一 随机 过 
程 是 否 为 马尔 可 夫 链 , 读者 可 以 用 前 面 的 有 关 例 子 验证 。 

定理 1.1 设 随机 过 程 {%,, n>0} 满 足 : 

1) 成 = TEA) (n>0), 其 中 ff SxSDS，&E, 取 值 在 S 上 ; 

2)  {5 71} 为 独立 同 分 布 随 机 变量 ， 加 与 伐 ,, n>1} 也 相互 独立 ; 
则 {46, n>0} 是 马尔 可 夫 链 ,其 一 步 转 移 概 率 为 :pjy=P0i,&1)=j)。 

证 明 : 留 给 读者 作为 练习 。 







































































§ 2 转移 概率 矩阵 














设 Cn >0} 为 马 氏 链 , Po) 其 中 pi =P{Xon1jW6j 是 一 步 转移 概率 。 显然 
Pij >0,i,jesS; > Pii =l,ies. 
JE9 

















定义 2.1 称 窍 阵 A=(ai;j )sxs 为 随机 矩阵 , 若 Qij 20,i,jes; 有 HWYYVi 5S, 有 > Pij sl; 
jeS 

















显然 , P=(pij ) 是 一 随机 和 矩阵 。 
记 


Ti(W) = P(X, =7), A(n)= (m1(n), TCD Ti (nD).), 





210 第 九 章 马尔 可 夫 链 





T(n) 表 示 n 时 刻 思 ,的 概率 分 布 回 量 。 称 {xi(0), ieS} 为 马 氏 链 的 初始 分 布 。 下 面 , 我 们 
将 看 到 一 个 马 氏 链 的 特性 完全 由 它 的 一 步 转移 概率 矩阵 P 及 初始 分 布 向 量 x (0) 决 定 。 
首先 ， 对 任意 io, 1, x, in eS, 我 们 计算 有 限 维 联 合 分 布 P(X0= io, 名 = 计 , vc, 加 =in)。 由 
概率 的 乘法 公式 及 马 氏 性 可 知 
P(Xo= io, XI= i, %, Xin) 
P(X0o= io) P(X1= Xo0=io) P= iz |Xo= io, X=i1)CPN in|Xo= io ,oo X= in 1) 
P(X0= io) P(X1= Xo0=io) P= i |X1=i1) cc PCOO= inlXn 1=in 1) 
























































AX (0) pi Pre Di nis 





故 P(Xo= io, X1= i1, cc Hin)= Xi (0)pioa Pi DE 即 P(Xo= io, XI= i1, cc， 子玉) 完全 


由 x (0) 及 了 决定 。 
类 似 可 以 证 明 任 意 个 时 刻 的 联合 分 布 也 完全 由 x (0) 及 了 决定。 























其 次 ,有 以 下 定理 
定理 2.1 








Tnt1)= 7 (WP (1.2) 
(n= 7 (OP" (1.3) 





中 忆 是 P 的 n 次 暴 。 
证 明 : 先 对 事件 进行 分 解 (Xn =)) = Ge =1, Xl = 让 ， 因为 当 i#k 时 ， (X=i) Uy 


ieS 


NN 
MA 





Cb = 故 POX = 万 => P(X, = Xo = 有 万 => P(X, =D)P(X, = 7 = 让 
ieS ieS 


= Dx)pi 。 写成 向 量 形式 即 得 x (n+1)= x (mw)P ,重复 利用 (1.2) 式 即 得 (1.3) 式 。 
ieS 

(1.3) 式 表明 任 一 时 刻 分 布 由 x (0) 及 PP 完全 决定 。 这 些 事 实 表明 , 马 氏 链 {%, n>0} 
的 概率 性 质 完 全 由 x (0) 与 P 的 代数 性 质 决定 。 







































































为 了 下 述 定理 的 书写 方便 , 记 ps? =P(Xiim =j|X = 站 为 m 步 转移 概率 ; 








Pm- (pfm) 为 由 步 转移 概率 矩阵 。 





定理 2.2 (Chapman-Kolmogorov 方程 ) 


(1.4) 
kesS 

或 P= PT = PP =Pp Pp 

(1.5) 





证 明 : 因 (Xo0=iXnrem=))= U(Xo=i, X=k, Xnrm= 7) 故 : 
kesS 
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PC =J|Xo -0= SAX 三 玉民 六 =k, Xm = 7)/P(Xo = 及 
e 








= POm = kXo = DP J Xo i Xn k) 
e 




















二 pe PC =Jj| Xn = k) 《由 马 氏 性 ) = > Bee be 
KE KE9 


即 
py = ph ph 
keS 
写成 向 量 形式 即 Pp = PoODPO 








再 注意 到 PW = 已 将 m= n =1 代入 上 式 得 PP) =P P=PP。 从 而 得 到 (1.4) 式 及 (1.5) 
式 ， 








可知， 一 个 马 氏 链 运动 规律 的 概率 特性 取决 于 它 的 转移 概率 矩阵 特性 。 这 样 ， 
研究 前 者 就 可 以 转化 为 研究 后 者 。 (1.4) 式 简称 C-K 方程 。 显然 P"=(p4?) 是 一 随 
机 矩阵 。 


















































8$3 状态 的 分 类 


这 一 节 我 们 将 对 马 氏 链 的 状态 按 其 概率 特性 进行 分 类 ， 并 讨论 这 些 分 类 的 判断 准 
则 。 

例 3.1 设 系统 有 三 种 可 能 状态 5={1, 2, 3}。“1” 表 示 系 统 运行 良好 ，“2” 表 示 运 行 
正常 ，“3” 表 示 系 统 失效 。 以 加 表示 系统 在 时 刻 n 的 状态 ,并 设 {天 ,, n>0} 是 一 马 氏 链 。 
在 没有 维修 及 更 换 条 件 下 , 其 自然 转移 概率 为 



































ve 

20 20 20 

9 1 

Ps 0 10 10 
0 0 1 








PP 可 以 看 出 从 “1” 或 “2” 状 态 出 发 经 有 限 次 转移 后 总 要 到 达 “3” 状 态 ， 而 一 
旦 到 达 “3” 则 永远 停 在 “3”。 显然 状态 “1”，,，“2” 与 状态 “3” 概率 性 质 不 同 。 
此 我 们 引入 如 下 定义 : 

定义 3.1 称 状态 i 为 吸收 态 若 Pi =1。 对 i , jesS, 若 存在 neN, 使 p49 >0, 称 
状态 i 出 发 可 达 状 态 j, 记 为 i 林 。 如 果 i0/ 且 jDi,， 则 称 i,j 相通 , 记 为 iD。 若 一 马 氏 
链 的 任意 两 个 状态 都 相通 ， 则 称 为 不 可 约 链 。 



















































































定义 3.2 首 达 时 间 为 : 
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万 产 71011 10 n21, X= J, Xo= i }。 
若 右 边 为 空 集 ， 则 令 Tw。TTj 表 示 从 i 出 发 首次 到 达 j 的 时 间 ; T; 表 示 从 i 出 发 首 
次 回 到 i 的 时 间 。 
定义 3.3 首 达 概率 为 : 


























SR = Sn UD 





























~ 





/9 表示 从 i 出 发 经 4 步 首次 到 达 j 的 概率 。 而 fij = 三 表示 由 i 出 发 经 有 限 
n=l] 


步 终 于 到 达 j 的 概率 。 
定义 3.4 若 万 =1, 称 i 为 常 返 状态 ; 若 fi;<1, 称 i 为 非常 返 状态 (或 称 为 瞬时 态 )。 


当 矿 FL 时 , { /4”, n>1} 是 一 概率 分 布 ， 有 以 下 定义 : 























定义 3.5 如 果 太 FL 记 好 = 于 .和 , 则 ps 表示 从 i 出 发 再 回 到 i 的 平均 回转 时 间 。 
n=l] 


车 p<%, 称 i 为 正常 返 态 ; 阁 hi=oo, 称 i 为 零 常 返 态 。 











定义 3.6 如 果 集 合 fn:n>1,pY >0}zb， 称 该 数 集 的 最 大 公约 数 dD) 为 状态 i 的 周 
期 。 若 40)>1 称 i 为 周期 的 ; 若 dQ@i)=1, 称 i 为 非 周 期 的 。 例如 在 $1 的 例 2 (a) 无 限制 











随机 游 动 中 ， 当 x=0, 0<p<1 时 , S={cc, -1, 0, 1, 2, cc fn:n>1p4 >0}={2,4,6,x}。 即 状 











态 0 的 d(0) =2, 即 从 0 状态 出 发 须 经 2 的 整数 倍 次 游 动 才能 回 到 0 状态 , 故 它 是 周 








期 的 ， 且 周期 为 2。 当 p, q, 1>0 且 ptqtr=l 时 ，{n:n>1, Pi >0}={1,2,3,%} , d(0) =1, 


故此 时 0 状态 是 非 周 期 的 。 
定义 3.7 者 状 态 i 为 正常 返 的 且 非 周期 的 , 则 称 i 为 遍历 状态 。 














例 3.2 设 马 氏 链 的 5={, 2, 3, 4}， 转 移 概率 矩阵 为 








下 
OO 一 一 
[== 
bb 一 wb OO OO 
be 


Ou 


ib| 一 


该 链 各 状态 的 转移 如 下 图 所 示 

















2 2 
因此 f4 =0,n2b:. fuy =0<!, J 3 =0,n22. /3 =3<1 
故 状态 4 和 3 非常 返 ;由 


1 
有 三 大 下 二 六 多 二 人 n=》 fl =0+L er 


四 (n) 1 1 3 
= Dn-: =1x 一 +2x 一 = 一 <oo; 
之 人 nl 2 2 


.fn) 1 1 _ 
LD = Sn: =]1x0+2x—+:…:+n: t=3<%。 
F 2 722 2 pt 


故 状态 1 和 2 都 是 正常 返 的 ， 且 易 知 它们 是 非 周 期 的 ， 从 而 是 遍历 状态 。 
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下 面 讨论 各 状态 的 若干 性 质 以 及 如 何 利 用 转移 概率 矩阵 己 来 判断 是 否 为 常 返 状 态 。 

















p89 与 所 2 有 以 下 关系 


定理 3.1 对 Vv ij eS, n>1, 有 














人 1 
1) Po > 2 G.D 
2 (DD = CD7 +p,l 3.2 
) fi | Dirfpy Tl} + PiyT nt}; (G32) 
zz] 
3) 站 门廊 >0; 


ij Dfi;>0, HB 方 >0。 
证 明 : 1) 因 为 


{Xo =i = 有 ={X0 = AN{UGy =D)}= UC =h X= 11 =). 














n 
Po =i)P(X, = J|Xo A =DP(T; = Xo =DP(X, = /|X0=1i,7; =)), 
=!| 


因此 : 





n 
P(X, = /|Xo0=0)= Ps =l| Xo =DP(X, = | Xo0=i Xr # jsksI -1, X=)), 





= = /PP =j| 了 X= 放 ”( 马 氏 性 ) 





= -EP J ) 


l 一 
即 : by 过 广 人 


2) 与 3) 的 证 明 与 1) 类 似 , 留 给 读者 自 已 完成 。 
定理 3.2 状态 i 为 常 返 态 ， 当 且 仅 当 
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Pp =%; (3.3) 
状态 i 为 非常 返 态 ， 当 且 仅 当 
00 1 
yp = 一 <oo (3.4) 
n=0 1— fi 
YY TY nn 
证 明 : 约定 p=Lf = 0. 由 G3.D 式 有 p" = fp ), Sp {fies) 














的 母 函 数 分 别 为 : P(p), F(p)。 即 


P(p)= >php "FF(p)= Zp 于 


ed /0) ,nl 1 -1 
> pp" = EEF pS )p" = PNT PY oo) 


=(F(p)— 1) ph p Wo Fp)-P(p) (CAO -0 





而 Zp’p "= Zp "pp =P(p)-1° 因此 P(p)-1=P(p):F(p) 
主意 到 到 当 0< 2 时 ,F(p)<fi<1， 故 


1 
A 0<D<1l (3.5) 


一 < 








又 因 对 一 切 0< p< 1 及 正 整数 WY 有 


pg <P(o)< Zp (3.6) 
































且 当 p 个 1 时 P(p) 不 减 ， 0 武 中 先 E 令 p 个 1， Es Nooo 可 得 : 
Lim P(p)= > ph G.7) 
DOD 一 n=0 
同 理 可 得 : 
Lim F(p)= 3 f(" = 方 : G.9) 
p17 n=0 









































于 是 在 (3.5) 式 中 两 边 令 p 个 1， 








(3.7) 式 和 (3.8) 式 便 可 得 定理 的 结论 。 












































为 解释 定理 3.2 的 直观 意义 , 令 二)= | 及 S()= 2 (0)， 则 SQ) 表示 








马 氏 链 fo n>0 } 到 达 的 次 数 。 于 是 


ELSOIXo =1= 5 EL, OI > Pi )= Zp (3.9) 


n=0 n=0 











可 见 》,p 表 示 1 


n=0 














i 出 发 返 轧 








为 无 限 多 次 , 反之 亦 然 。 当 i 为 非常 返 态 时 , 再 


推论 1 若 7 非常 返 ， 则 对 任意 ieS, 有 








Zp < 

Lim py" =0。 

1) 当 iD 时 ， 
Zp =0 

2) 当 i 不 可 达 j 时， 有 

ZpP =0 
证 明 : 1) 当 i 时， 则 存在 ml， 

(m+n) 


和 PR PK St 0 





2) Ss 





图 给 读者 作为 统 习 
下 面 再 从 概率 意义 考察 常 返 性 质 。 记 : 








ha 
ny 
个 








F{Sn07) =+oo} 表 示 从 时 刻 普 起 系统 无 穷 多 次 到 达 状 





定理 3.3 对 任意 ieS,， 有 

















证 明 : 基 








{Smn(OD>E+IT Cc{Sm0) > ， 故 

















概率 的 连续 性 可 得 








回 到 的 平均 次 数 。 当 i 为 弟 


215 


返 态 时 ,返回 i 的 平均 次 数 





器 到 i 的 平均 次 数 至 多 有 限 次 。 


(3.10) 


(3.11) 


(3.12) 


(3.13) 





使 Be 0 于 是 对 vn>1, 有 


故 三 P 多 > p99p 名 =+o， 即 得 G3.12) 式 


Sn ()) 2 gy =P(S1(7))=+%|X0 =0)= P(N) =+%|X, =7) 


我 们 有 





(3.14) 


GD- = NCS) > = Lim(S1() > 
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gy =P(S1(7)=+%| Xo =)=P(NGS DEDIX SS mn) =D). (3.15) 





又” bX0=)= Uy =430OD)>t+D= Uy =1Sm() 2A s 训 
PSIOD>4+1|Xo -= 三 PC =11 Xo =)P(Sin 2k Xo = Ti; =)) 


=5 /PS ZE Xo =i Xm zsSmsI-l X=)) 
1=1 








= /PS 0) >HI = EE) 





= POD 2X0 = 办 轩 齐 伯 


即 POSI(7) Kk+1| Xo =7i)= fyP(S()) Kk| Xo = (3.16) 














反复 利用 上 式 可 得 P(S\(7D)2k+l Xo=D)= fy(fy) G.17) 


令 uoo, 若 j 常 返 ， 即 所 声 1， 则 由 (3.15) 式 及 (G3.17) 式 得 g 产 太 若 j 非常 返 ,， 即 万 <1， 则 
&i 广 0。 




















定理 3.4 状态 i 常 运 ， 当 且 仪 当 gj;=1; 若 状 态 i 非常 返 ， 则 gj 二 0。 
证 明 : 将 (3.14) 式 中 j 换 成 i 即 可 得 。 
定理 3.4 的 说 明 : 车 i 常 返 ， 则 系统 从 出 发 以 概率 1 无 穷 多 次 返回 i, 即 从 i 出 发 
的 几乎 所 有 样本 轨道 无 穷 多 次 回 到 i; 车 i 非常 返 ， 则 从 i 出 发 几乎 所 有 样本 轨道 至 多 
有 限 次 回 到 i。 
进一步 地 , 若 i 为 常 返 态 ， 如 何 判 别 它 是 零 常 返 的 还 是 遍历 的 ? 我 们 先 叙 述 一 个 习 
要 定理 而 不 加 证 明 。 
定理 3.5 设 i 党 返 且 周期 为 & 则 
Lim Pa) a (3.18) 
Re Hi 
中 jj; 为 i 的 平均 回转 时 间 。 当 =+oo 时 , 理解 为 dna0 
定理 的 证 明 可 参见 [11]。 
定理 3.6 设 i 和 常 运 则 


1) i 为 零 常 返 ， 当 且 仅 当 ”Lim pM =0; 













































































TEN 


















































NN 
4 
































2) i 为 遍历 ， 当 且 仅 当 Lim Be Ss (3.19) 
Hi 























证 明 : 由 定理 3.5 容易 得 到 ,详细 的 推导 留 给 读者 。 
































状态 相通 关系 为 等 价 关 系 ， 因 为 具有 
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1) 自 反 性 : iDi 。 这 由 下 面 定义 可 得 : pgj = 5 








2) 对 称 性 : 若 Dj;， 则 ji。 

3) 传递 性 : 若 iDi 且 7D5 则 iDk。 

传递 性 的 证 明 如 下 : 

于 iDj, Dk， 则 3m,n, 使 9 >0, pW >0, 则 由 C-K 方程 







































































pW = > po pl (n) > Bn > 0. 
leS 




















故 iOk 同 理 可 证 kDi， 故 iDk。 











利用 等 价 关系 ， 可 以 把 马 氏 链 的 状态 空间 分 为 若干 等 价 类 。 在 同一 等 价 类 内 的 状态 
彼此 相通 ， 在 不 同 的 等 价 类 中 的 状态 不 可 能 彼此 相通 。 然而 , 从 某 一 类 出 发 以 正 的 概 
率 到 达 另 一 类 的 情形 是 可 能 的 。 

定义 3.8 如 一 马 氏 链 的 所 有 状态 属于 同一 等 价 类 ， 则 称 它 是 不 可 约 链 。 













































































例 3.3 
(a) 
EP wl < 
2 4 4 
S={1,2,3}, P=| 0 3 
Us 
(D) 
i1000 
1}3000 
S={1,2,3,4,5}, P=I0 0 0 10 
0008 
[1I0 00 1 0| 
(0) 


[0.6 0.1 0 03 0 
0.2 0.5 0.1 0.2 0 
S={1,2,3,4,5}, P=|I0.2 0.2 0.4 0.1 0.1 
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读者 可 以 























画 状 态 转移 图 进行 判断 。 























(@) 由 于 所 有 状态 相通 ,组 成 一 等 价 类 。 故 该 链 是 不 可 约 链 。 
(bp) 此 链 可 分 为 两 个 等 价 类 {1,2} 及 {3,4,5}。 
(c) ”此 链 可 分 为 三 个 等 价 类 {1, 2, 3},{4 及 {5}。 由 {f 2, 3} 可 进入 {4} 或 {5}, 反之 则 不 








A 


休 。 








对 于 相通 的 六 
定理 3.7 若 i 














态 ， 我们 不 加 证 明 的 给 出 以 下 重要 的 定理 
口 j,， 则 



































1) i 与 j 同 为 常 返 或 非常 返 。 铬 为 常 运 ， 则 它们 同 为 正常 返 或 同 为 零 常 返 ; 
2) i 与 j 或 有 相同 的 周期 , 或 同 为 非 周 期 。 





六 六 











该 定理 说 明 , 对 相通 的 状态 , 因 是 同类 型 ， 故 只 需 选 出 其 中 之 一 较 容易 判别 的 状态 


即 可 。 


关于 第 返 态 的 判断 ,我 们 可 以 总 结 为 以 下 重要 定理 












































定理 3.8 下 列 命题 等 价 
1) i 为 常 返 态 ; 


2) PU)X, =D) Xo =D=l 


n=] 


3) PT GD 六 +oo Ko=i)=1; 


4) Dpy = 
n=0 


5) E{S1 (i) Xo=i}=+o0。 


证 明 : 1) D2): 1 











于 fii=P(TiK<%| 加 =i)=1, 及 








Gra J sn (Xr (i 
n=l] 





n=] 








即 1) 与 2) 等 价 。 
例 3.4 (直线 上 的 无 限制 随机 游 动 ) 在 例 1.2 (qa) 中 我 们 已 经 知道 它 是 马 氏 链 , 且 容易 证 
明 它 的 全 体 状 态 构 成 一 个 类 ,事实 上 , 它 其 中 的 任意 两 个 状态 都 相通 ,问题 是 它 是 常 返 类 还 


1) 











是 非常 返 类 ? | 











害 理 


n=] = 


因此 P(X, =i)| Xo =i)=P(T; <o|To =i)= fi;=1. 























D3) : 见 定 理 3.4; 1) 04):” 见 定理 3.2; 4)05): 由 (3.11) 式 即 得 。 
























































E 3.7 我 们 知道 只 需 选 一 个 “代表 ” 即 可 。 












































下 面 我 们 来 计算 》 pf , 据 此 来 判别 i 是否 常 返 。 由 第 七 章 的 知识 我 们 知道 : 


n=0 








pO" = 0, py = CH ip” gq” (n e No) 


我 们 利用 定理 3.2 中 的 母 函 数 P(p) 有 



































ee oo D2117 人 N7 和 
PO)= TCH pg p™ = EE pgp = Fo ID) pgp?)" 
n20 nz0 nln! nz0 nl! 2 2 2 
1 
二 1 Se 2n—1 2 DN 
ECDCD CE IApgp’)" =0 4pgp’) 


从 而 有 Dp =P0)= Lim PCP)= Lim -4p4p*) 故 


n=0 


(0) ， p= 六 
> Sl 


此 知 ,p=1/2 时 ,是 常 返 的 ,从 而 全 体 状态 构成 单一 的 类 是 常 返 的 (这 样 的 马 是 链 称 为 常 返 
链 ); pz1/2 时 , 链 是 非常 返 的 。 












































8$4 极限 性 态 与 平稳 分 布 


在 实际 应 用 中 ， 人 们 常常 关心 的 问题 有 两 个 : (a) 当 noo 时 ,PC i ) =ni(n) 的 极限 
是 否 存 在 ?(p) 在 什么 条 件 下 , 一 个 马 氏 链 是 一 个 平稳 序列 ?对 于 前 者 ,由 于 
Tj(m) = 》_zi(0)p4) ， 故 可 转化 为 研究 py 的 渐 近 性 质 ， 即 Lim py" 是 否 存 在 ? 若 存 在 ， 


ieS 
其 极限 是 否 与 i 有关 ?对 于 后 者 ,实际 上 是 一 个 平稳 分 布 是 否 存 在 的 问题 。 这 两 个 问题 
有 密切 联系 。 


1 PP 的 极限 性 态 






















































































py? 的 渐 近 性 态 , 在 $ 3 中 已 有 所 涉及 ,这 里 分 两 种 情形 再 加 以 进一步 讨论 。 
(1) jj 非常 返 或 零 常 返 
定理 4.1 若 j 非常 返 或 零 常 运 ， 则 对 任意 ieS， 有 Lim py" =0 (4.1) 











证 人 当 7 为 非常 返 时 ， 上 述 结论 已 在 $ 3 定理 3.2 的 推论 1 中 证 过 。 故 只 需 证 7 为 
零 常 返 的 情形 。 取 m<n, 有 


人 -Dp (nD) SY (nl) 十 y 10 (4.2) 


l=m+l 
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固定 严 先 令 zDo, 由 8$3 定理 3.6 知 上 式 右 方 第 一 项 趋 于 0 (因为 p%) 一 0, 且 是 有 限 项 





的 和 ); 再 令 mreo 第 二 项 因 》 Am <1 而 趋 于 0。 故 pg >0 mym。 


7=1 





(2) 7 为 正 向 返 态 
这 时 情况 较 复 杂 ， Lim py" 不 — 定 存在 ,即使 存在 也 可 能 与 i 有 关 。 但 有 以 下 结论 














定理 4.2 若 j 正 常 返 周期 为 4， 则 对 任意 ie S 及 0<r<d-1, 有 





Lim py) = 万， 到 (4.3) 
/7 





NN 
MA 


PAD A Mr<dl: 
m=0 


此 定理 的 证 明 可 见 参考 书 [11]。 
推论 1 若 / 是 遍历 状态 , 则 对 任意 的 ieS,， 有 
































a (4.4) 
天 一 OO Hi 
推论 2 对 于 不 可 约 的 遍历 链 ( 即 所 有 状态 遍历 ), 对 任意 i,jeS, 有 
Lim Be = (4.5) 
N00 j 
定理 4.3 若 马 氏 链 是 不 可 约 的 遍历 链 , 则 {x, = 下} 是 方程 组 
=D xpy (4.6) 


ieS 


满足 条 件 x， >0,jeS, x) =1 的 唯一 解 。 


jeS 























i 1 村 | 
证 明 : 记 z= 一 ,由 定理 4.2 推 沦 2> 有 Lim py = 一 =XAj. 对 任意 n, M， 有: 
n> 2 


Hi j 




















7 固定 M, 令 now,， 可 得 x) <1; 再 令 MDoo， 和 


jesS j=1 jes 



































由 C-K 方程 有 pe SS 令 nDo， 再 令 MDoo,， 有 
/30 








第 九 章 马尔 可 夫 链 221 






































a ViesS (4.7) 
leS 
将 (4.7) 式 两 边 乘 以 pj; 并 对 j 求 和 , 得 x; > 》_zjpj>》7T1p 站 ， 重复 上 述 步 又 , 得 : 
jesS leS 
拓 A 对 所 有 je S 及 n>1 成 立 。 现 设 上 式 对 某 个 j 严格 不 等 式 成 立 ， 即 : 
ieS 
A 2 bs 将 此 式 对 7 也 求 和 , 有 De 2 po 让 > = 
ieS jesS jeS ieS ieS JE ieS 
但 这 是 不 可 能 的 。 于 是 对 所 有 n 及 j, 有 
Xj = -Zi wy (4.8) 






































于 》 zj <1, 且 p49 关 于 一 致 有 界 , 故 在 (4.8) 式 中 令 nDeo 时 ， 由 控制 收敛 定理 , 有 


jeS 
Tj = Lim 2 xipy" = > 天 -Tip 多 =(2 Ni) Ej. 
n>% 


ieS ieS 














于 nx 产 0， 故 得 : 2 


ieS 


现 证 唯一 性 。 设 {w } 是 满足 条 件 的 另 一 组 解 ， 则 类 似 (4.8) 有 


vj SV = = pl”. 

















ieS ieS 
令 nDoo 则 有 Vj = Dvi: - Lim py =( DV) Aj=Aj. 
ieS Nn ieS 

2 平稳 分 布 
定义 4.1 一 个 定义 在 S 上 的 概率 分 布 x={zi,nz, ec ,cc} 称 为 马 氏 链 的 平稳 分 布 , 如 有 
n=nxP (4.9) 

即 Yi es, 
A 3 (4.10) 
ieS 








平稳 分 布 也 称 马 氏 链 的 不 变 概率 测度 。 对 于 一 个 平稳 分 布 x， 显然 有 





n=nr P=n P= =r PP’, (4.11) 





定理 4.4 设 {V,,n>0} 是 马 氏 链 ， 则 {n>20}) 为 平稳 过 程 的 充 要 条 件 是 x(0)=(xi (0), ie 
5S) 是 平稳 分 布 , 即 : x (0)=x (0) P。 

证 明 : 充分 性 。 记 x (0)=7z， 显然 x (1)=n(0)P=x,x TOD)=T(O-D 已 =r 忆 =T。 
因此 Vires, treN, n>1, 1< k<n, teN 有 
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. (3-1) (tn -tn-1) 

P(X =7, Xp, =i2, Xe, =in)=Xa (A) pia? Pi | 
i= 加 一 加 一 

= Xi 4 二 有 oe E lin 


= P(X = Xp + =i2,- Xi =in)° 


所 以 { 马 , n>0} 是 严 平稳 过 程 。 
必要 性 。 于 {7%, n>0} 是 平稳 过 程 ， 因 此 有 x (n) =r (n-1)=x=n (0)。 又 由 
x (1)=x (0)P 卫 得 x (0)=n (0)P， 即 x (0) 是 平稳 分 布 。 
定理 4.3 有 以 下 结论 : 
定理 4.5 不 可 约 遍历 链 恒 有 唯一 的 平稳 分 布 {x; = 下), 且 x， =Lim ph. 
对 于 一 般 的 马 氏 链 ， 其 平稳 分 布 是 否 存在 ? 若 存 在 ,是 否 唯一 ?这 里 不 深入 讨论 ， 
有 兴趣 的 读者 可 参看 [11]，[14]。 






































































































































3 Zi jnD 的 存在 性 

















下 面 我 们 来 研究 Lim zj(n) 的 存在 性 问题 


定义 4.2 大 Limxj(m)=x) 0e5) 存在 , 则 称 xz” ={X7,…,X),…} 为 马 氏 链 的 极限 


分 布 。 
定理 4.6 非 周 期 不 可 约 链 是 正常 返 的 充 要 条 件 是 它 存在 平稳 分 布 ， 且 此 时 平稳 分 布 
就 是 极限 分 布 。 
证 明 : 充分 性 。 设 存在 平稳 分 布 x ={rlccrpcc}， 由 此 有 r = P xn P= x=xnP” 即 
Xj = 了 Nip4) ,由 于 x) >0,j eS,》xj =1， 当 mo 利用 控制 收敛 定理 , 极限 号 与 和 式 


ieS jesS 































































































可 交换 ， 得 zx; = Lim Sn = :Lim py" =( 了 Xj):Xj。 因 为 DY 


no3% jiES ieS n>% ieS jes jeSs 











1 1 ee 
于 是 至 少 存在 一 个 zj = 一 >0, 从 而 _ Dim pg 所 = 一 >0 即 ncoo, 故 ! 为 正常 返 状 态 。 由 
Hi me Hi 





不 可 约 性 知 ， 整 个 链 是 正常 返 的 ， 且 所 有 和 = 


ty 









































必要 性 。 由 于 马 氏 链 是 正常 返 非 周期 链 ， 即 为 遍历 链 ， 由 定理 4.6 立即 得 证 。 且 所 























Pi 
有 XA;=7X) = 一 ,je9S。 


7 























上 可 知 ， 对 于 不 可 约 遍历 链 ， 则 极限 分 布 x* = ze 存在 且 等 于 平稳 分 布 。 这 意味 
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着 当 n 充分 大 时 ，P(X, = 让) = 一 ， 即 6,, n>0} 是 一 浙 近 平 稳 序列 。 这 在 实际 问题 





中 是 很 有 意义 的 。 
例 4.1 设 





个 
一 一 
亚 
> 
NMD 
一 一 
> 
ll 
下 
colw 上 | 
ol 上 | 一 
= = 


求 :平稳 分 布 及 Lim P"=? 


n> 











解 : 由 n=x 了 得 zl =3A1 + 及 A1 二 Xo =1, 解 得 zl = 了 ， As = 了 故 : X=(3 吕 ) 





























1 7 7 
Lim py =7) 故 ju 5 的 二 且 


no n> 


EE 
LimP” -pm 


-I AI 
| 


4 求 和 (积分 ) 与 极限 交换 的 原则 

下 面 罗列 几 个 关于 求 和 (积分 ) 与 极限 交换 的 重要 定理 ， 这 些 定理 可 以 看 成 是 实 变 函 
数理 论 中 有 关 定 理 的 推广 。 

定理 4.7 (Levy 单调 收敛 定理 ) 设 r ={x ;ieS} 是 行 向 量 , mr >0, V ieS， 若 列 向 量 序列 

































































LO =F, fl, fl ,oo), 满 足 0<f0<<f < OrD < 是 





Limf®™ =f. N= Lng Wh Dn Limf™) = Lim Df 
7 一 >oo 用 一 >o0 n ey 


Nn—>0 6 
ieS 








定理 4.8 (Katou 定理 ) 设 r ={Nni, ieS} 是 行 向量 , mr >0，V ieS, 若 列 向 量 序列 
f=, ,…) ,满足 x Lim "< Limzf 四 且 Lim/ 中 和 f. 存 在 。 


ny% n—>% =%00 








则 zf <Limagf ™. 


n> 


定理 4.9 (Lebesegue 控制 收敛 定理 ) 设 r ={fri ieS} 是 行 向 量 , ri >0, V ie$， 若 列 向 量 序 


列 40 7 = AD 满足 太 )>0， 





























1 人 FA AL …) ”<ce,e=(1,1,0)'，c>0 为 常数 , 且 Lim ff. 存在 。 
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则 zf =Limgf 。 
Nn 


8§5 离散 时 间 的 Phase-7ype 分 布 


本 节 讨 论 离散 时 间 的 Phase-7ype 分 布 ,以 下 先 给 出 它 的 定义 。 
定义 5.1 设 CX, n>0} 是 MMC，5S=S( 56 ,其 中 ,S={1, 2,x, m} 为 瞬时 态 集 ,So={0} 为 吸 




















a RP 、 
收 态 且 | 加 中 Po=(1-Pe, e=(1,x,1)” ,r=inffn:n>0,XX, eS0} , 则 称 t 为 首 达 


时 间 (或 PH 分布 )。 


令 z (0)= (ao 0), 其 中 w= (an os0m), oz0，> ak =1. gr= P(t=k), 
keSs 





GWE WM)= ,gir (5.D) 
k=0 
本 节 的 核心 问题 就 是 求 z 的 分 布 ge 则 有 如 下 的 定理 
定理 $.1 在 上 述 记号 下 ,有 
1) Vk € N, go = Q0， 











gt = APPo = ap™ (PYe: (5.2) 


2) ¥ 0<%<1, GOJ= oo th a CNP)! (Pye (5.3) 
证 明 : 1) 用 数学 归纳 法 : 
k=0 时 ， g0= P(t=0)=P(X0eS0)=0o, 


好 1 时 ,g1 =PGC=D=POOsS Xi=0)= Qipio = 2D,, 
ieS 

















[=2 时 ,g, = P(r=2)= PC eS, XeS,X, eS,o) 


= P(X i, XI = /j,X, =0) SF opypn=0.p™ 及 


ieS jesS ieS jeS 











假设 三 n 时 命题 成 立 , 即 g = PP = aP™(-P)e, 而 当 丘 n+1 时 : 可 仿 上 作 如 下 的 事 
件 分 解 : 1)〉 从 初始 状态 i 转移 一 步 到 j,2〉 以 j 作为 初始 状态 然后 转移 n 步 被 吸收 , 则 结 
合 归 纳 假设 有 gry = P(t=n+1)= oPe PTLPI= aP"Po= apiPo= oaP (Pie。 知 当 有 +1 
时 ,命题 成 立 。 


综 上 有 : VEe N go= oo gi=oaP™ Po= oP (I-P)e。 






































为 证 明 2) 我 们 先 给 出 一 个 引 理 
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引 理 设 和 矩阵 O 满足 Lim 0O” =0, 则 (7 -0)- 1! 存在 , 且 





























(1-0)" = >,0". (5.4) 
=1 
其 中 了 为 单位 矩阵 。 
证 明 : 
(I-OI+O+.…+0")=(1-0"). (5.5) 





若 LimO”=0， 则 当 n 充分 大 时 ，det(1 -0”)=|T-0” 上 0， 从 而 : 





I1-Q||I+QO+:…+0O" #0 








于 是 |T -OF0，, 得 (1 -0)7 存在, 再 以 (1 -0)7 1 左 乘 (5.5) 式 两 边 ， 并 让 n 一 oo 即 得 (5.4) 
i 

以 下 证 明 2) 

将 gx 的 表达 式 代 入 (5.1) 式 中 ,并 注意 到 5 为 瞬时 态 集 ， 故 Lim P” =0, 用 引 理 可 得 2) 


















































PH 分布 有 如 下 的 一 些 性 质 
性 质 5.1 车 t,ty 为 PH 分 布 , 则 Titt2, TIAT2, TI1VT2 均 为 PH 分 布 。 
性 质 5.2 ri，ccr 为 PH 分 布 ,8 为 &i 且 与 Ti，ccmm 独立 ,PC5 = = px，1<k<n， 则 : 

















7 
k=1 
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练习 题 





9.1 抛掷 一 枚 硬币 ， 以 如 ,和 也 分别 记 前 n 次 抛掷 中 “上 ”和 “下 ”的 次 数 ， 仿 


了 ,= 厂 ,,》 = 本 , 一 ,它们 是 马 氏 链 吗 ? 如 果 是 ， 求 转移 矩阵 。 
9.2 设 6= 生 ,2,3}, 三 个 马 氏 链 的 转移 入 











1 0 0 1 2 0 0 了 3 
有 = 二 0 引 忆 = 二 0 引用 = 二 0 
人 


(1) 试 分 别 对 状态 进行 分 类 ; 
(2) 对 巴 求 娓 的 分 布 律 及 忌 T 。 
9.3 一 个 国家 在 稳定 经 济 条 件 下 它 的 出 口 商 品 能 够 用 三 状态 的 马 氏 链 描述 如 下 : 状态 空 
间 S= {+1, 0, -1 }; ”+1: 今年 比 去 年 增长 ，0: 波动 低 于 ;”-1: 今年 比 去 年 减少 。 
由 以 往 的 统计 数据 求 得 转移 矩阵 为 
十 1 0 一 1 
+1| 0.8 0.2 0 
010.35 0.3 0.35 
—1| 0 0.4 0.6 
试 求 每 个 状态 的 平均 返回 时 间 , 并 比较 在 稳定 经 济 条 件 下 增长 趋势 与 减少 趋势 的 期 
望 长 度 。 
9.4 ”水库 供 水 按 其 水 位 分 为 下 列 5 个 状态 : “1”-- 和 危险 水 平 ; “2”-- 缺 水 ; “3”-- 刚 
够 ; “4”-- 较 好 ; “5”-- 充裕 。S= { 1, 2, 3, 4, 5 }， 由 已 有 数据 求 得 相 邻 时 间 周 期 
的 转移 和 矩阵 为 








































































































10.1 0.1 03 0.5 0 
0.3 0.2 0.2 0.2 0.! 
已 =|0.1 0.2 0.4 0.2 0.1 

0.1 0.2 0.4 0.3 
0 0.1 0.1 0.4 0.4| 








试 求 出 现 危险 水 平 的 平均 时 间 长 度 ( 即 求 如 = 44)。 














9.5 ” 设 马 开 链 {X,,n>0}),5S= {1,2,3},P 如 下 : 








22:/ 


0.3 0.4 0.1 
P=|0.3 0.4 0.3 1， 
0.2 0.3 0.5 


(1) 求 平稳 分 布 X= (Xi,N,NT3) 及 lim， 己 ": 




















(2) 当初 始 分 布 z(0) 是 怎样 分 布 时 ,此 马 氏 链 是 平稳 序列 ? 并 求 2X, 及 DX, 。 


圭 十 。 定 
2 4 4 

9.6 设 5={1,2,3},P=|0 3 计 |， 求 :(1) 7 的 分 布 律 及 ET，,; 
0 0 1 





9.7 一 马 氏 链 {X,,n>0} 的 5= {0,1,2,…，N 和 }， 转 移 概 率 为 


Hi, 7=i-l 
1， j=i+l 
> ,J SS 
?hi 
0， 7 -让 >1 








Ho=A =WUwy=Avy=0,0<4,<0,0<4,<11<i<N-1,X, =k, 

















求 : (1) P(X,=0， 菜 个 n>0|X = 上 ) : 

















(2)P(X,=N， 茶 个 n>0|X 0 =k); (3) PT 及 ET。 

















9.8 设 j 为 非常 返 状态 , 证 明 对 任意 ie S, 有 > ,PP =fj/(-fj)<%。 























9.9 ” 设 有 两 串 独 立 的 贝 努 里 ( Bernoulli ) 试 验 序列 |, 半 ;,… 及 了 ,六 ,…， 它们 成 功 的 
概率 分 别 为 pi 与 p，， 即 : P(X,=1)=1-P(X,=0)= pi,P(Y, =1)= 
1-P(Y, =0)=p,，{X,,n>0} 与 全,n>0} 独立 。 为 决定 是 否 p, > ps 或 


Ps > pi1， 我 们 利用 下 列 检验 : 选取 某 个 正 整 数 M 使 得 : 








或 者 XX + +…++ 针 ,一 (V+b+…+Y)=M ， 
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或 者 对 十 外, 十 … 十 系 , 一 (也 二 马 +… 十 和) = 一 AM 。 若 试验 结果 是 前 一 情况 发 生 ， 





则 判定 P, > PP ， 若 是 后 一 情况 发 生 , 则 判定 P, > pi 。 记 


N=min{n:n21,X.+X,+…+X,—(Y + +.…+Y,)=+M}. 





试 证 明 : (1) 在 pi > ps 条 件 下, 经 试验 误 判 p > pi 的 概率 为 1/(1+ 4 )， 其 中 








六 ee 2) EN=MO Dp -pt +1). 


9.10 设 {Y,,n>0}iid, P(Y,=1)=p>20,P(Y,=-1)=g=1-p>0, 


SX DT min 0 X00 














其 中 六 为 正 整 数 ，0 <i<b。(1) 当 i=1, b=3 时 , 求 P(T =Kk|X =1),keN 及 





PX =X Dy (2 ENR 
P(X, =5|X, =2). 


9.11 设 从 数字 1， 8 机 a 中 任 取 一 数 为 人,,n 二 1 时 ， 则 从 1， 25 “0*, ,中 任 取 








一 数 为 半 , ， 则 { 有 站 为 马尔 可 夫 链 ， 试 写 出 它 的 转移 概率 矩阵 。 





9.12 ” 设 连续 的 掷 一 个 均匀 的 硬币 ， 定 义 症 ,= 0 ， 若 第 半 次 括 得 正面 ， 居 ,= 大 ， 若 第 








n-1，…，n-k+1 次 掷 得 反面 ， 而 第 n-k 次 描 得 正面 。 这 里 我 们 规定 第 0 次 掷 得 正面 ， 


则 {X ,7 > 0} 为 马尔 可 夫 链 ， 试 写 出 它 的 转移 概率 矩阵 。 

9.13 一 个 “传染 病 ”， 模型 如 下 : 设 a 个 人 中 某 些 人 已 患 流行 性 感冒 。 假 定 : (1) 当 一 
个 病人 遇见 一 个 健康 者 时 ， 后 者 被 传染 的 概率 为 5; (2) 所 有 的 接触 都 是 两 人 之 间 的 
接触 ; (3) 一 切 成 对 的 接触 都 是 等 可 能 的 ; 4) 在 每 个 单位 时 间 内 只 发 生 一 次 接触 。 
以 也 , 记 时 刻 n 患 病 的 人 数 ， 则 {对 ,…, 耶 ,} 为 马尔 可 夫 链 ， 试 写 出 它 的 转移 概率 矩 
阵 。 

9.14 ”考察 汽车 单 向 通过 某 路 口 的 情形 。 假 设 一 秒 钟 可 通过 一 辆 汽车 。 路 口 设置 有 自动 
红绿灯 ， 红 灯 持 续 7 秒 ， 绿 灯 持 续 g 秒 。 以 “ 红 灯 - 绿 灯 ” 为 一 个 单元 时 间 ， 在 第 z 


个 单元 开始 时 在 等 候 的 汽车 数 记 为 处 , ， 在 这 单元 中 来 到 的 汽车 数 记 为 和 。 设 
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{EG,,n 之 为 ii.d. 随 机 变量 ,其 同 分 布 为 {qi ,k=0,1,…,r+@} ,而 开始 时 路 口 没 有 





汽车 在 等 候 , 则 { ,天 > 0} 为 马尔 可 夫 链 ， 试 写 出 它 的 转移 概率 矩阵 。 

















9.15 ” 设 某 一 水 库 的 容量 为 c 立方 米 .以 忒 , 记 时 刻 n 水 库 的 储 水 量 ,在 时 间 区 间 [n,n+1) 内 











流入 水 库 的 水 量 为 < ， 超 过 水 库容 量 的 水 即 溢出 ， 在 时 间 区 间 [n,nt1》 末 从 水 库 放 























掉 mw (<c) 立方 米 水 (其 中 包括 库 满 而 溢出 的 部 分 ， 如 果 溢出 的 水 量 已 超过 m 立方 米 
就 不 再 放水 ) 。 假 设 和 ,>T iiq 且 与 XY, 独立 ，P(E, = 有 =Q4,k>0， 则 














人 >0 为 马尔 可 夫 链 ， 试 写 出 它 的 转移 概率 矩阵 。 





9.16 设 {X,,n>0} 为 (pp，g) 一 随机 游 动 ，0<g<p<1， 初 始 分 布 为 : 


P(X, =0)= P(X, =2)=12. 取 4= 人 3}， 证 


ID 





肖 : 


P(X, =2|X, =0,X, e A)# P(X, =2|X,e 4), 





这 表明 : 对 马尔 可 夫 链 {XX,,n > 0} ， 若 状态 集合 4 包含 不 止 一 个 状态 ， 则 下 列 等 式 
一 般 不 成 立 (即使 4 只 有 两 个 状态 ): 
P(X = |X 三 加 有， 

















n—l = e A)= P(X, =J|X, eA). 


O17 a DPD 0 dnl 


M,=maxS,,n>0。 证 
” 0gk<n 














马尔 可 夫 链 。 


n> 








9.18” 设 有 限 马尔 可 夫 链 有 a 个 状态 ,为 常 返 状态 。 证 明 ， 存 在 常数 g，0<g<1， 使 得 
n>a 时 ， 从 出 发 首次 返回 上 的 时 间 大 于 的 概率 P(t > 1) < gq"。 















































9.19 设 j 为 非 弟 返 状态 ，N， 为 {XX,,n 之 0} 中 状态 /出现 的 次 数 。 证 明 : 





fy-fy)fy, r>1 
1 一方 ， r=0 


9.20 设 7 为 的 有 限 停 时 , 令 Y={,,n>0},7, = 六 


po, = -| 








ciao Tl >0。 证 明 : 了 为 马尔 可 夫 


链 ， 与 钱 有 相同 的 转移 概率 算 阵 ， 且 在 已 知 7 = 站 ,的 条 件 下 ， 了 与 (7, 站 ,…,XX,) 


T 
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条 件 独 立 。 


9.21 设 转移 概率 为 : pu =1,pio = (1-0)g,pi =00P =P,Di =9， 


piin = Psi 之 2,0 < p,6 <1,p+9=1。 求 吸收 概率 fi0,i>1。 














922 在 马尔 可 夫 链 中 定义 马 () = 了 py?2"， 而 加 = jjoz 


7 ,lz|<1。 





Zz 











证 明 : 对 一 切 t,j e EE，P,(z)=0, +F,(z)P,(z), 





Z 





<1。 由 此 可 得 : 











Z 





P,(z)=Y( -F(z)), 











<1, 令 z 六] 由 于 (1)= fi; 我 们 又 得 到 常 返 判 别 法 : 








办 三 1 等 价 于 p=% 的 = 个 还 明 。 
n=0 


27D9， n=1 
923 在 (p，g) 一 随机 游 动 中 ， 证 明 ， go = 
2 











瑟 


. 27-3 (4pg)” n> 2 


Se 
2 2 2n) ， 





9.24 设 {6,n>1}iid,， P(E,=fk)=Qi,k>1， 对 n>0 定 义 : 


0， n< 委 , 
Y = i -0)， 
. Gtrto Sn<G tte k>1 n= 2 (6; ) 








则 {XX,,n 之 0} 为 常 返 不 可 约 马 尔 可 夫 链 ， 正 常 返 的 充 要 条 件 为 >，, Kak < co。 


9.25 设 { >0} 为 遍历 不 可 约 马尔 可 夫 链 ， 转 移 概率 矩阵 为 已 = ( 忆 ) ， 私 ,> 了 








为 iid 随机 变量 , 其 分 布 为 P(E, = 有 =Qi,k>1, 且 { > 直 与 所 汝 > 二 相互 














独立 。 令 711 =0,7 = 久 二 二 n 富 1， 了 = 外， ,n>0， 则 {,,n>0} 为 正常 返 








不 可 约 马尔 可 夫 链 ， 其 转移 概率 矩阵 为 已 = 》 ”ai P* ， 是 与 {X,,n > 0} 有 相同 的 
F 稳 分 布 。 
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第 十 章 参数 估计 


8$1 数理 统计 的 研究 对 象 及 基本 概念 


通过 前 儿童 的 介绍 可 知 ,很 多 随机 现象 的 规律 性 可 以 用 随机 变量 和 随机 过 程 来 描述 ， 
而 要 刻 划 它们 需要 知道 相应 的 概率 分 布 ， 或 它们 的 某 些 数字 特征 和 参数 。 然 而 ， 在 许多 
实际 问题 中 对 这 些 往往 知之 其 少 ， 或 只 知 部 分 信息 。 对 此 ， 用 什么 方法 才能 确定 该 随机 
变量 的 分 布 或 其 参数 呢 ? 这 就 需要 掌握 数理 统计 的 基本 理论 与 方法 。 































































































1 数理 统计 的 研究 对 象 

从 本 章 起 ,简要 介绍 数理 统计 的 两 个 基本 内 容 : 估计 与 检验 。 数 理 统 计 是 随机 数学 的 
重要 组 成 部 分 ， 它 和 概率 论 联 系 非 常 密切 ， 可 以 说 : 概率 论 是 数理 统计 的 重要 基础 ， 而 
数理 统计 是 概率 论 的 重要 应 用 。 本 书 力求 对 蕴含 在 数理 统计 中 的 那些 独特 的 思维 方式 与 
推断 依据 作 一 些 粗浅 介绍 ， 并 给 出 一 些 典型 的 例子 ， 而 不 去 罗列 一 大 堆 各 种 不 同形 式 的 
体 做 法 。 务 请 读者 重点 放 在 领略 思路 及 举一反三 能 力 的 训练 上 。 

数理 统计 应 用 范围 极为 广 范 ， 人 至 今 已 渗透 到 人 类 社会 生活 的 各 个 领域 。 例 如 ， 在 一 
大 堆 杂 乱 无 章 的 信息 与 数据 面前 ， 如 何 分 析 处 理 ， 去 伪 存 真 ， 找 出 其 数据 中 反映 的 规律 
与 模型 。 又 如 要 研制 一 种 新 的 药品 (或 新 产品 )， 而 影响 药品 的 功能 与 质量 的 因素 非常 繁 
多 (不 仅 有 成 分 的 配 比 还 有 工艺 条 件 等 )， 如 何 全 面 与 科学 地 安排 试验 ， 以 便 在 较 短 时 间 
内 找 出 疗效 好 的 药品 配方 与 工艺 条 件 ， 如 何 找 出 影响 性 能 的 主要 因素 以 及 它们 的 数量 关 
系 ? 又 如 ， 一 个 工厂 每 天 生产 一 大 批 产品 ， 如 何 进行 质量 管理 与 控制 ， 如 何 预 测 未 来 产 
品 的 销售 量 ? 又 如 ， 面 对 天 花 乱 附 的 股票 波动 与 金融 风险 ， 如 何 作 出 较 有 把 握 的 预测 ， 
抓 住 机 遇 作 出 明智 的 决策 ? 等 等 。 数 理 统 计 将 为 这 些 问题 提供 富有 启发 性 的 思维 方法 与 
强 有 力 的 工具 。 下 面 仅 举 几 个 具体 例子 : 












































































































































































































































































































































(1》 如 何 估 计 产 品 的 寿命 ?这 是 工业 品质 量 管理 中 极 重 要 的 问题 ,为 了 评价 某 批 电 
子 设 备 的 使 用 寿命 ,随机 抽取 了 18 台 做 试验 , 测 得 寿命 数据 如 下 (单位 :小 
时 ):17,29,50,68,100,130,140,270,280,340,410,450,520,620,190,210,800,1100。 
假设 使 用 寿命 服从 指数 分 布 。 问 : 整 批 电子 设备 中 ， 寿命 超过 200 小 时 的 占 多 
大 比例 ” 《由 本 章 随 后 要 介绍 的 参数 估计 方面 的 知识 可 知 ， 这 个 比例 大 约 是 


e200318 =0.533 .) 




















































































































(2) 为 了 探讨 吸烟 与 患 慢性 文 气管 炎 是 否 关联 ， 调 查 了 339 人 ， 和 情况 如 下 表 : 
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型 ) 之 下 , 对 这 种 信 ， 
为 统计 


服从 指数 分 布 ， 即 f(x)= Me- 关 Js ， 但 每 


该 月 生产 元 件 的 平均 寿命 如 何 估计 ? 
个 指定 的 数 ， 例 如 5000 小 时 。 


可 以 得 到 
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人 数 患 慢 性 支气管 炎 | 未 患 慢性 支气管 炎 合计 

吸 烽 43 162 205 

不 吸 灼 13 121 134 

合计 56 283 339 
问 : 从 这 批 数据 能 和 否 断 定 患 慢性 文 气管 炎 与 吸烟 有 关 ? 





《答案 是 肯定 的 。 


这 是 一 个 统计 








E 靳 问题 


























数理 统计 的 主要 内 容 












































是 : 应 用 概率 论 和 
带 有 随机 误差 的 信息 与 数据 ， 建 立 适当 的 随机 数学 模型 ， 
息 与 数据 进行 分 析 ( 称 为 统计 分 析 )。 以 
E 靳 ) 与 决策 。 下 面 再 举 一 例 来 说 明 数 理 统计 和 











数学 方法 , 研究 怎样 收集 (通过 试验 或 观察 ) 








并 在 设 定 的 模型 〈 称 为 统计 模 





对 所 研究 的 问题 作出 








E 汗 |《 称 






































例 1.1 某 工厂 每 月 生产 大 批 























如 果 该 分 布 中 的 参数 4 已 知 ， 
































完 


的 二 个 基本 内 容 : 














外 子 元 件 。 按 以 往 的 试验 数据 分 析 结 果 认 为 元 件 的 寿命 
昌 生 产 元 件 的 参数 43 

















不 知道 ， 那 么 : (1) 


























(2) 如 有 果 你 是 使 用 单位 ， 要 求 平均 寿命 能 达到 某 





问 这 批 元 件 可 否 被 接受 ? 
则 可 知 其 平均 寿命 为 /4 ， 











地 估计 未 知 参数 4 与 平均 寿命 。 例 如 用 其 


平均 寿命 /4。 


随机 拭 
量 与 4 
的 “精度 ”和 “可 靠 度 ” 至 少 要 多 大 样本 容量 n 才能 i 
计 方法 ? 等 等 这 些 都 是 参数 估计 和 





问题 (1) 称 为 参数 估计 问题 。 


取 ， 自 然 筷 亦 是 随机 的 ， 忆 


























回答 。 但 现在 4 是 未 知 的 , 于 是 须要 从 一 大 批 元 件 ， 


玫 测 出 其 寿命 分 别 为 1,…, 站 , 。 然后 将 得 到 的 部 分 信 



































这 时 考虑 使 


























于 是 上 面 两 个 问题 马上 就 











自 


4 


j1/X 作为 未 知 参数 4 





随机 抽出 关 干 个 ,例如 x 个 ， 
经 过 一 定 的 加 工 ， 便 能 较 好 











算术 平均 值 五 = (XI +…+ 站,)/n 去 估计 未 知 的 


的 估计 。 显 然 由 于 











Bb 么 《a) 这 种 估计 它 的 精度 与 误差 有 多 大 ? “(5b) 估计 




















之 差 不 超 过 给 定 的 允许 误差 有 多 大 把 握 (概率 可 靠 度 ) ? (ce) 为 要 保证 满足 给 定 


























问题 (2) 与 (1) 不 同 : 问题 (2) 是 要 判断 总 体 的 均值 
总 体 的 某 种 要 求 作为 对 总 体 的 一 个 假设 〈 记 为 加 ) 提出 ， 然 后 























的 假设 加 进行 检验 ， 最 后 作出 接 


大 很 多 ， 就 应 该 接受 萝 ， 旧 
么 《a) 对 给 定 的 假定 Ho， 如 何 








| 多 越 大 就 越 有 理 


受 或 拒绝 的 决 择 。 














究 的 主要 内 容 。 参 数 估计 是 数 


























到 目的 ? 《cd) 有 没有 更 好 的 估 
时 统计 中 的 基本 问题 之 
























































显而易见 ， 

















是 否 达 到 5000。 通 常 把 对 
样本 的 观察 结果 对 总 体 


AI 


















































五 取 值 xX 比 5000 











与 把 握 接受 加 ; 反之 ， 就 应 拒绝 扣 。 那 
判定 检验 FU 成 立 的 检验 准则 ? 


(bp) 给 定 一 检验 法 ， 通 











过 检验 , 接受 与 拒绝 色 的 概率 各 有 和 多大? (c) 如 何 比较 与 衡量 不 同 检验 法 的 优 劣 ? (q) 


为 了 减少 




















E 靳 失误 的 概率 ， 该 选择 多 大 的 n 才能 达到 目的 ? 


等 等 这 类 问题 称 为 假设 检验 
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问题 ， 也 是 最 重要 的 统计 问题 之 一 。 





2 ”总体 和 样本 








总 体 是 指 所 研究 的 对 象 全 体 构成 的 集合 。 总 体 的 元 素 ， 称 为 个 体 。 如 在 例 1.1 中 一 
大 批 元 件 就 是 问题 的 总 体 ， 而 每 一 单个 元 件 就 是 一 个 个 体 。 在 数理 统计 中 ， 主 要 关心 的 
是 对 象 的 某 些 数量 指标 的 统计 规律 性 。 因 此 可 用 随机 变量 的 取 值 全 体 作为 总 体 ， 简 称 
卫 为 总 体 (或 母体 )。 针 的 全 部 统计 规律 性 可 用 卫 的 分 布 函 数 Foo) 来 刻 划 ， 称 FC) 为 总 体 
分 布 , 记 为 六 F(x)。 有 时 ， 总体 了 对 的 分 布 也 用 fx) 表示 ， 当 总 体 闻 为 离散 型 随机 变量 ( 简 
记 为 dr.v.) 时 ， 它 表示 分 布 律 ， 当 总 体 了 为 连续 型 随机 变量 〈 简 记 为 c.r.v.) 时 ， 它 表 
示 概 率 密度 函数 〈 简 称 密度 函数 ， 简 记 为 p.d.f. )。 

为 了 研究 总 体 的 性 质 ， 似 乎 最 好 是 把 每 个 个 体 的 指标 都 加 以 观测 ， 但 这 往往 是 不 必 
要 的 ， 有 时 甚至 是 不 可 能 的 ， 怎 么 办 呢 ? 一 个 主要 的 方法 ， 即 从 总 体 中 选取 少量 个 体 作 
为 代表 ， 即 随机 抽样 法 。 然 后 对 这 抽取 的 部 分 个 体 进 行 观测 与 研究 ， 从 而 推断 总 体 的 性 


质 。 从 总 体 中 抽取 的 部 分 个 体 称 为 样本 。 从 总 体 针 中 抽取 的 n 个 个 体 记 为 1,…, XX ， 











































































































































































































这 个 个 体 关 |,…, 子 , 称 为 总 体 对 的 一 个 容量 为 n 的 样本 (或 称 子 样 )。 本 书 上 的 样本 通 


常 是 按 “ 简 单 抽样 ”抽取 一 部 分 个 体 。 所 谓 “ 简 单 抽样 ”是 指 总 体 中 的 每 个 个 体 每 次 被 
抽出 是 等 可 能 的 。 为 了 使 样本 更 具 代 表 性 ， 且 能 从 有 限 的 样本 中 包含 与 提取 更 多 的 信息 ， 
要 求 抽取 《观测 ) 是 彼此 独立 的 且 与 总 体 同 分 布 。 由 此 引进 下 面 的 定义 : 


定义 11 称 X,…,X, 是 来 自 总 体 和 的 一 个 容量 为 n 的 样本 ( 子 样 ), 若 针 1，…,X， 







































































== 



























































ii.d.， 且 每 个 X; 均 与 同 分 布 。n 称 为 样本 容量 ，X1,…,X 的 全 体 称 为 一 组 样本 ， 而 





了 ;QL <i<n) 称 为 其 中 的 第 i 个 样本 。 














器 


然 ， 若 总 体 卫 的 分 布 为 fx)， 则 其 样本 邓 |,…, 子 ; 的 


半 


布 为 : 


馈 


f (Xk)。 


k=1 


3 统计 量 
如 作为 来 自 总 体式 的 一 组 样本 , 包含 了 总 体 分 布 的 信息 , 我 们 要 利用 它 对 区 


的 分 布 规律 进行 统计 推断 ， 但 因为 样本 是 n 维 的 ， 这 些 信息 是 分 散 到 样本 的 每 个 分 量 上 
的 。 因此， 直接 从 样本 出 发 来 推断 总 体 分 布 是 不 方便 的 。 为 此 ， 需 要 对 样本 进行 加 工 ， 
将 样本 中 分 散 的 信息 通过 适当 的 变换 ， 浓 缩 起 来 ， 以 便 更 加 突出 地 显示 出 总 体 某 一 侧面 
的 特性 。 所 谓 统 计量 ,就 是 不 含 未 知 参数 的 样本 的 函数 。 特 别 地 ， 统 计量 只 依赖 于 样本 ， 
而 不 依赖 未 知 参数 。 我 们 要 根据 不 同 的 需要 ， 对 样本 进行 不 同 的 加 工 与 提炼 ， 从 而 把 样 
本 中 冀 含 的 总 体 的 不 同 侧面 的 特性 突出 反映 出 来 ， 就 可 以 对 总 体 的 菜 些 参数 与 性 质 作出 







































































































































































234 











尽 可 能 精度 高 的 估计 与 可 靠 的 推断 。 
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例如 ， 设 局 ，…, 筷 ,是 从 了 





E 态 总 体 WCG, a2 ) 中 和 


是 统计 量 ， 

















因 











为 它 完 全 

















出 的 样本 , 则 五 = (XI 十 十 瑟 /7 
量 。 同 理 ，S2=_! 








样本 1,…, 际 ; 决定 。 而 当 参 数 44 未 知 时 ， 开 一 就 不 是 统计 
学 (XY - 局 ?也 是 统计 量 
n—1ial 





差 。 显 


2 




















Na 
o。 者 








然 统计 量 浆 与 82 是 对 样本 的 不 同 力 




















常 称 蕊 为 样本 均值 ， 称 8 为 样本 方 





/与 c” ) 的 性 态 。 常 


上 工 ， 它 们 各 自 显露 出 总 体 不 同 侧面 (例如 
常用 的 统计 量 是 样本 均值 与 样本 方差 等 。 















































定义 1.2 设 总 体 闷 ~FGOD，, 友 , 总 为 其 样本 ，EY=6,DY=c2, 则 分 别称 


天 
i=] tsi 
为 样本 均值 与 样本 方差 ， 称 








>xfmn ， 
| 





Sk; Tr/n 
和 | 
为 样本 大 阶 原点 矩 与 样本 大 阶 中 心 矩 。 








命题 11 EXY=0,DXY=0o’/n,ES’=07’. 





















































(1.1) 
证 明 : 留 给 读者 作为 练习 。 
统计 量 的 分 布 称 为 抽样 分 布 。 其 中 常用 的 分 布 有 正 态 分 布 ， 卡 方 分 布 x?(n) ,1 分布 
t(n) ， 王 分 布 F(m,n)。 下 面 简要 给 
1. 自由 度 为 n 的 卡 方 分 布 : 





8 后 三 种 分 布 的 定义 、 密 度 函 数 及 其 一 些 性 质 。 











定义 1.3 设 矶 ，, 二 人， 加 ~ N(012) ， 则 称 随 机 变 









































量 y200) = 立交 2 的 分 布 是 
四 | 
由 度 为 n 的 卡 方 分 布 ， 简 记 为 x?2(n) 。 即 x?(n) 分 布 就 是 相互 独立 的 标准 正 态 分 
布 的 n 个 随机 变量 平方 和 的 分 布 。 
命题 1.2 xy”(n) 分 布 的 密度 函数 为 : 
Re 1 守 ex/2 Cr-2)12 
T(n/2)2" 
其 中 六 (ao) 为 伽 玛 函 数 。 


(1.2) 


























证 明 梗概 : 先 求 X77 的 p.4f，( 见 第 二 章 例 题 ), 然后 利用 和 的 卷 积 公式 ( 见 第 三 章 》 
与 数学 归纳 法 即 得 。 有 兴趣 的 读者 可 作为 练习 补 上 。 








rs) 








页 
四 
至 











XY 2(n) 分 布 的 密度 函数 如 图 1.1。 
卡 方 分 布 有 如 下 重要 性 质 : 





(1) 设 且 ， 尼 独 立 ， 有 一 XY (Mm)， 羽 一 XY) ， 则 加 十 一 XY (m+n)。 








m n 
证 明 ; 设 页 Do BrD 了 iid. 且 YN(0,1)。 令 名 = = 72;， 则 
i=1 j=1 





m+n 
一 YOM) ， 及 一 YN)， 且 名 ， 避 独立 ( 见 第 三 童 xv. 独 立 性 质 )， 名 十 如 = > 了 
i=1 


为 mtn 个 标准 正 态 r.v. 的 平方 和 。 按 xy? 分 布 的 定义 知 其 分 布 为 x?(m+n)， 即 得 证 。 














(2) 车 石 ,，…， 娘 ,独立 且 都 服从 指数 分 布 f(x) = 4e To)， 则 


n 
X=245 .7X, ~ "(2n) 
i=] 


证 明 ， 首先， 由 尖 的 pd 可 推出 22 的 df 为 了 eoso)。 但 由 (1.1) 当 w2 
































时 ,可 知 这 正好 是 zx?(2) 的 p.df-， 即 2XX; ~ ?(2)。 再 因 馈 ,…， 融 独立 ， 利 用 刚才 证 
明 的 性 质 ， 即 得 所 要 的 结果 。 
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2. 自由 度 为 n 的 1 分 布 : 


定义 1.4 设 包 ,名 独立 ， 名 一 NO0,1)， 及 一 Xx?(n)， 则 称 


T(n)=X1/VX2/n 
的 分 布 是 自由 度 为 n 的 1 分 布 , 简 记 为 tz(n) ， 亦 称 为 学 生 


E (student) 分 布 。 这 种 分 布 是 英 
国人 w.s.Gosset 在 1908 年 以 笔名 ”studen?’ 发 表 的 ， 它 是 数 弄 


统计 中 最 重要 的 分 布 之 一 。 
命题 1.3 设 7T(n) 是 自由 度 为 n 的 1 分 布 ， 则 它 的 p.df 为 : 



































0 = + D2) 


2 /2) (7+D)/2 (1.3) 
Var a | 

















证 明 梗概 : 为 证 (1.3), 由 五 的 p.qf9 








Ci 
7 





求 VX2/n 的 p.4f.， 再 利用 第 三 章 推 广 的 全 概 
率 公 式 ， 求 ry. 商 X1 /VX2/n 的 p.4f， 命 题 可 得 i 











图 1.2 
这 个 密度 函数 关于 原点 对 称 , 其 图 形 与 标准 正 态 分 布 M0,1) 的 密度 函数 的 图 形 类 似 。 
见 图 1.2。 由 中 心 极限 定理 易 知 : 当 n » ww 时，1 一 分 布 的 极限 分 布 是 标准 了 


E 态 分 布 。 



































3. 厂 分 布 : 


定义 1.5 设 加 , 名 独立 ， 有 一 y(n)， 有 一 7m) ， 则 称 


F=m xX, /nx 
的 分 布 是 自由 度 为 (m, nn) 的 分 布 ， 简 记 为 Fl(m, n)。 


命题 1.4 设 F=m1X;/n-1X| 如 J 





上 定义 ， 则 五 的 p.qdf 为 : 
m2,m2 Tm+n)/2) ma -OoHD12 
fmn(y)=m nn FO DF? (my + n) Ly>0) 


广 的 全 概率 公式 于 x.v. 商 的 情形 ， 即 可 证 得 (1.4)。 











(1.4) 





























证 明 : 直接 由 定义 应 用 
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到 
1.3 
(m,n) 分 布 的 图 形 见 图 1.3。 
性 质 : 如 素 Fm, nn)， 则 WX~ Fln, m)。 
通常 把 yz ，t 和 下 这 三 个 分 布 合 称 “ 统 计 上 的 三 大 分 布 "， 是 因为 它们 在 统计 学 中 








有 广泛 的 应 用 。 
下 面 给 出 正 态 总 体 的 样本 均值 与 样本 方差 的 重要 定理 。 
定理 1.1 设 各，… 











， 龙 , 是 来 自 总 体 了 对 ~ N(4u,o”) 的 样本 。 mc 均 未 知 。 记 


i=1 


77 S$? => 0 -B/D , U=(X -Va/o。 则 : 
(1) XX~ No /n), U=(F-vn/o~ N(O,L); 

(2) -Ds /0 = ED/ ~ zm-D); 

(3) (和 - J 与 8% 相互 独立 ;; 

(4) VCGK-AA 一 ta-D。 


证 明 : (>) “EXY=, 且 








LDX=o? /n,， 故 ~N(4,o /1n)， 且 U ~N(01*)。 下 证 





(2) 与 (3)。 令 X=(X,l<i<n) ,Y=(V,<i<n)’ 





。 设 4 为 n 阶 正 交 方 阵 ， 其 中 第 一 














行 元 素 均 为 /Vn， 及 Y=AX。 





因为 4 为 正 交 变换 ， 故 其 平方 和 保持 不 变 ， 即 


> =》 7 又 det 4=1， 而 X=(Xi,l<i<n) 的 p.d/ 为 : 
了 t= 





Wz0)™ exp{-P Go — 1) 207 = (V70)™ exp{-(P x? -2 x, + np") /207) 
3 i i 


























2 f= 


第 三 章 随机 向 量变 换 前 后 p.df: 的 关系 式 知 Y=(7,1<i<n) 的 p.qf 为 : 











WIzo)™ ep -2pVay + ny)/ 20 
ll 


= 370) exp[-O = Va)? 120°] [W370) exp(-y? /120 
i=2 


























易 知 (8,…, 了 7,) 为 正 态 分 布 , 且 p.df 的 表达 式 是 由 nn 个 p.dA 相 乘 而 来 ， 故 马 ,…, 世 独立 ， 






































独立 "的 性 质 知 世 与 72 相互 独 


i=2 


目 贡 ~ Nay,o’),Y ~ N(0,0°),i=2,…,n。 再 


立 。 而 》72 =》 了 2 了 =-》 /n= YF) (nD)s?, 从 而 (3) 
Y=! = iel 


i=2 i=] 





得 证 。 又 注意 到 /oo~N(01),i=2,…,n， 故 (4-1)S?/o?=》 (7Y/o)? ~x*(n-D) 
i=2 








即 (2) 得 证 ,下 证 (4)。 由 (3) 知 UU=( 了 -yD)Vn/o 与 (n-1)S2/o? 独立 ,又 由 U ~N(0,1?)， 


























(0O-D8S?/c2 ~Y nD), 故 U/[((n-DS*/o?)/(n-DT ?~tn-l)， 即 





Vn( 于 1)/S 一 t(n -1)。 证 毕 。 


§2 点 估计 : 极 大 似 然 估 计 与 贝 叶 斯 估计 





























统计 估计 是 数理 统计 基本 的 研究 内 容 之 一 。 统 计 估计 包括 参数 估计 与 非 参 数 估计 。 
在 参数 估计 中 又 分 为 点 估计 与 区 间 估 计 。 本 节 给 出 有 关 点 估计 的 一 些 重要 概念 与 三 种 基 





























































































































这 里 指 的 参数 是 指 总 体式 的 分 布 中 的 未 知 参 数 。 所 得 参数 估计 是 指 用 其 样本 的 统计 
对 总 体 的 《未 知 ) 参数 作出 估计 。 例 如 歹 为 正 态 总 体 ， 其 分 布 W(uw ac2) 中 的 心 cc? 未 


























好 
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知 , 则 可 用 其 样本 艺 ，…, 了 ,的 统计 量 五 =X 及 5? -一 _ 陈 )? 分 别 作为 未 
n 7 一 上 i=1 


i=] 




















知 参 数 ju,o” 的 估计 。 由 于 未 知 参数 是 n 维 空间 的 一 个 点 ， 统 计量 的 取 值 也 是 一 个 点 ， 
用 后 者 的 点 去 估计 未 知 参数 的 点 ， 这 种 估计 称 之 为 参数 点 估计 。 

一 般 地 ， 设 总 体 邓 的 分 布 f(x,9) ， 其 中 68=(0;,1<i<n) 为 未 知 参数 ， 它 的 可 能 取 值 
全 体 记 为 @， 称 @ 为 参数 空间 。 记 蕊 的 样本 为 名,，…，%,， 若 取样 本 的 统计 量 g(X1,，…， 
部) 作为 参数 0 的 估计 ， 记 作 0 =g(X1,…, 陡 ,)， 称 ge(X1,…， 琅 ,) 为 9 的 估计 量 。 若 样本 

































































的 观测 值 为 ,…,xs， 称 0 = g(x1,…,x,) 为 9 的 估计 值 。 


参数 点 估计 的 方法 具体 有 很 多 ， 本 节 仅 介绍 最 基本 的 三 种 。 

注意 : 本 书 在 数理 统计 部 分 ， 仅 限于 讨论 离散 型 与 连续 型 的 两 种 总 体 。 总 体 忒 的 分 
布 用 f(x,0) 表示 , 如 总 体 卫 为 离散 型 r.v., 则 f(x,0) 表示 分 布 律 ; 如 总 体 蕊 为 连续 型 x.y.， 
则 f(x,0) 表示 概率 密度 函数 ， 简 称 f(x,0) 为 总 体 分 布 。 



























































1 极 大 似 然 估计 (MLE) 






































极 大 似 然 估计 在 历史 上 最 早 由 高 斯 (C.F.Gauss) 在 研究 误差 理论 中 提出 , 到 1912 年 由 
著名 的 统计 学 家 费 歇 尔 (R.A4.Fisher) 在 一 篇 论文 中 把 它 作 为 一 般 参数 估计 方法 提出 来 。 
随后 他 又 与 其 它 许多 统计 学 家 对 该 方法 不 断 探索 , 至 今 已 成 为 统计 估计 中 最 重要 的 方法 。 
为 了 了 解 极 大 似 然 佑 计 的 直观 依据 与 思想 ， 先 举 儿 个 例子 : 




















































































































例 2.1 甲 ， 乙 两 人 射击 ， 已 知 甲 击 中 目标 的 概率 为 pj =0.1， 乙 击 中 的 概率 为 



























































pP2 =0.95 ， 假 定 在 射击 时 ， 观 察 者 只 能 看 到 射击 结果 是 否 击 中 目标 ， 而 且 只 知道 有 甲 ， 


乙 两 射手 ， 但 每 次 究竟 是 谁 射击 无 法 看 到 。 现 射击 一 枪 ， 结 果 击 中 ， 试 推断 或 估计 这 一 
枪 来 自 哪 位 射手 。 






















































































显然 ， 若 射击 结果 击 中 ， 则 观察 者 估计 这 一 枪 来 自己 射手 较为 合理 ， 因 为 这 一 结果 
更 像 是 乙 似 然 。 那 么 如 何 将 这 种 直观 的 合理 的 推断 提炼 为 一 个 估计 的 原理 呢 ? 




































































可 以 将 上 述 由 实验 结果 作出 直观 估计 《猜测 ) 的 依据 用 数理 统计 的 语言 描述 如 下 : 
令 总 体 六 B(1,p) 服 从 二 点 分 布 ， 以 CE=1) 表 击 中 ，(X=0) 表 未 击 中 ， 及 相应 的 概率 为 : 
P(X=1)=p，P(X=0)=1 一 p， 则 针 的 分 布 律 为 : 






























































LX,p)=p*(-p)Y (X=0,) 
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其 中 p 是 未 知 参数 ， 如 何 用 抽样 结果 来 估计 p 是 多 少 呢 ? 














当 实 验 结果 (X=i) 发 生 时 ，L(i, p) 看 作 是 p 的 函数 (i=0,1)。 于 是 ZL(i, p) 可 理 
当 参 数 p 不 同时 ， 事 件 CQi) 发 生 的 可 能 性 就 不 同 。 现 在 ， 事 件 (Q=1) 发 生 


L(,p2)= p2 > Pl=ZUP) 表 明 是 乙 射手 使 CD 发 生 的 可 能 性 要 比 甲 射手 使 CD) 发 生 





== 


径 为 ， 
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的 可 能 性 要 大 很 多 。 因 此 ， 取 p 的 估计 户 = p> = 0.95 较为 合理 。 




















更 进一步 将 上 例 一 般 化 。 设 总 体系 .B(ULD)， 未 知 参数 pe[0,1]。 若 取 一 个 样本 是 事件 
(X=i) 发 生 ( 二 0,1)， 则 未 知 参数 p 的 估计 方 应 满足 : 











L(i,p)= max L(i,p) (i=0,1) 
pe[0,1] 


L(X,p)= max L(X, p) 
pel0,1] 





若 取 容量 是 n 的 样本 了 入 ,，…，%,， 其 分 布 为 : 





n 区 1 多 2 Xx n- >, Xr 
J a ‘(1—p) +|- pe (1-p) 所 
k=1 








如 由 试验 结果 外 | = 并 ,…, 陡 , =i， 来 估计 未 知 参 数 p， 则 应 取 P 满足 : 





L(ii,%,in;p)= max 也 (人 p) 
Pe[0,]] 


ZX DD)= max L(X1,…, Xn;p) 
pe[0,1] 














这 种 使 已 发 生 的 抽样 结果 达到 最 大 的 参数 方 作为 对 忆 的 估计 ， 惑 是 极 大 似 然 估计 原理 。 











例 2.2 一 个 袋子 里 有 5 个 球 ， 既 有 红 球 也 有 白 球 ， 已 知 它们 的 数目 之 比 是 4:1， 但 
不 知 是 红 球 多 还 是 白 球 多 。 即 随机 抽取 一 个 红 球 的 概率 是 pl=1/5 或 者 p?=4/5 。 现 在 有 
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I 





地 从 袋子 里 抽取 3 个 球 ， 试 用 抽取 的 红 球 数 来 估计 红 球 的 比例 是 pl 还 是 p? 。 








解 : 记 抽 取 的 红 球 数 为 ， 易 知 邓 -8(3,p)。 当 下 (0<k<3) 时 ， 记 它 的 概率 为 : 











Lk,p)=CIp "Ud-p) 

















它 是 p 的 函数 ， 下 表 给 出 了 p= pl=1/5 与 p= p=4/5 时 P(X=A) 的 值 : 

















0 1 2 3 
P=J5 时 PCE= 月 的 信 64/125 48/125 12/125 1/125 
p=4/5 时 P= 有 的 信 1/125 12/125 48/125 64/125 





可 知 : 当 丘 0,1 时 , L(k, pi)>Lk,p2); 故 应 取 = pi=1/5; 当 刀 2,3 时 , L(k,p1)<L(k,p2)， 














故 应 取 方 = p? =4/$。 即 说 明 应 取 使 得 事件 CE 及 发 生 的 可 能 性 最 大 的 参数 作为 我 们 的 估计 
较为 合理 ， 符 合 客观 推理 ， 即 应 取 广 满足 : 























L(k,D)=max Lk,p) 0<k<3 
p 
































L(X,7)=maxL(X,p) 
p 
例 2.3 已 知 一 批零 件 的 直径 系 N061?)， 其 中 o=1 已 知 。 其 概率 密度 是 
fx;4)= 一 exp(-(x- 四 ?/2)， 其 中 未 知 ， 但 设 4 有 两 种 取 值 ，41 二 1 或 42=5, 现 











V27 
抽取 一 个 样本 ， 若 抽取 的 结果 为 1.1， 则 估计 总 体 的 参数 4 是 1 还 是 53 




















解 : 记 ZOxz 0 = f(x,1)， 当 给 定 x 时 ，L(x,W) 看 作 是 4 的 函数 。 现 在 抽样 结果 是 
X=1.1 ， 在 此 条 件 下 ， 比 较 两 个 参数 x=41=1 与 1= 2s=5， 则 不 难得 出 
ZL(.1,1)>Z5.1,5)。 这 表明 在 x=1.1 的 前 提 下 ,未 知 参数 4 取 4=1 的 可 能 性 要 比 取 =5 
的 可 能 性 大 ， 故 选取 应 =1 作为 4 的 估计 较为 合理 。 
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以 上 三 例 估计 参数 的 直观 依据 是 : 选取 参数 p (或 x ) 的 估计 (或) 满足 : 使 
已 观测 到 的 样本 出 现 的 可 能 性 最 大 的 参数 作为 未 知 参数 p (或 x ) 的 估计 ， 这 种 估计 方 
法 称 为 极 大 似 然 估计 CMaximum Likelihood Estimate) 简 记 为 MLE。 一 般 情形 叙述 如 下 : 









































设 总 体 的 分 布 为 f(x,0) ， 未 知 参数 9= (6,…,0,,)e8， 其 样本 六 …， 总 的 分 布 





n 
为 : L(x:0)=L(xy,…,x,;0)= 了 [f(xx,0)， 其 中 x=(x1,…,x,)，0=(0,…,0,)eO。 显 
k=1 


然 ， 若 L(X:;0) >L(X':0) ， 意 味 着 给 定 9， 出 现 了 了 要 比 出 现 X' 的 可 能 性 大 。 若 已 观测 到 











样本 x xz，…xw ， 且 对 不 同 的 参数 0 与 0 有 L(x1,…,x;0 ) >L(X1,…,xn;0") ， 则 意味 























着 未 知 参数 6 取 2 的 可 能 性 要 比 9 取 60" 的 可 能 性 要 大 。 因 此 ， 用 样本 (X1,…,X, ) 来 估计 











未 知 参 数 9 时 ， 应 取 0 满足 : 
LO XO ) = max LX X10) (2.1) 
称 O” 为 8 的 极 大 似 然 佑 计 ， 称 9 的 函数 L(x1,…,x,;0) 为 似 然 函 数 。 


显然 ， 满 足 C.D 式 的 6 是 (XI,…, 耻 ,) 的 函数 ， 记 为 0 =0”(X1,…,X,)， 称 














0”(X1,…, 了 Y, ) 为 9 的 极 大 似 然 估 计量 ， 称 0”(x1,…,x) 为 6 的 极 大 似 然 估计 值 。 




















注 : 若 要 估计 的 是 未 知 参数 9 的 函数 g(9)， 则 取 g(0”) 为 g(9) 的 极 大 似 然 估 计 。 


















































如 何 求 极 大 似 然 估计 呢 ? 下 面 先 介绍 似 然 函数 L(x;0) 关于 9 有 连续 的 一 阶 ( 偏 
数 的 情形 。 

















此 时 ， 由 于 L(x;0) 与 mL(x;0) 有 相同 的 极 值 点 ， 因此， 车 0” 是 9 的 MLE， 则 它 应 满 












































OlnL(x;0) _ 


机 0, (<i<m) (2.2) 
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求解 方程 组 (2.2)， 且 与 边界 值 比较 ， 其 中 达到 Z(x; 9) 最 大 值 对 应 的 6 就 是 6”。 称 (2.2) 为 
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例 2.4 设 样本 妈 ,和 取 自 总 体系 NG) ， 其 中 a=1 已 知 ， 4 为 未 知 参 数 。 试 求 





4 的 MLEL。 
解 : 针 1,…, 子 ; 的 似 然 函 数 为 : 


. 1 -CO -1)” 


==€ 
El 27 


LX Xn; AH) = 


取 对 数 ， 得 








n 1 
nL Xp) = nn) -3 EX 4) 
i=] 



































n 
对 In 关于 n 求 导 ， 并 令 它 为 0， 得 EY- =0, 不 难 验 证 ， 当 
H k=l 
n n es 
HUH<X= EX/n 时 , 人 0; 当 J4> 了 对 = XL/n 时 ， I 故 = 对 为 
k=l A k=l 




















例 2.5 均匀 分 布 ) 设 样本 邓 |,…, 子 ;, 取 自 总 体系 CX0.9)，(6>0 为 未 知 参数 )。 则 似 
然 函数 : 





n 
ZX Xn; 1)=0" TI7Iocr <0) 
k=1 











此 时 无 法 利用 (2.2) 求 MLE。 但 注意 到 由 于 60> Xi ,V1<k<n， 为 使 L 达 最 大 ， 当 且 仅 当 





取 : 0” = max Xj。 


1<k<n 


以 下 是 总 体 为 离散 型 rv. 的 例子 : 

















例 2.6 设 样本 员 ,和 取 自 总 体 素 . Po(4) ,其 中 和 >0 为 未 知 参 数 ,。 试 求 其 MLEX 。 


解 : 对 的 分 布 律 为 : PE=D=(]ine4，7=01… ， 故 似 然 函 数 为 : 


~* 二 
ee 0 a 23 和 人 -0 可 得 和 = 束 
k=1 








下 面 对 几 类 常见 的 分 布 ， 找 出 它们 的 参数 的 极 大 似 然 估计 。 





(1) 指数 分 布 : 和 Ex)。 JiD=e 1x>0， 参数 4>0。 当 样本 取 值 Co ,xz ) 时 ， 















































n -42 
它 的 似 然 函数 为 : LQG,…, xx; 和 = 如 eY = 加 e 局 对 数 似 然 函数 记 为 InL=nIn 和 一 
i=l] 
n oInL n i ee 
和 AK， = 了 yx， 故 介 =1/ 卫 就 是 的 极 大 似 然 估计 。 
| 04 44 癌 
1 -二 Gray 
(2) 正 态 分 布 : 分 布 密度 ftx; Lh, 6 上 = 一 一-e 25 (其 中 6= o ”>0)， 样 本 的 似 
V270 
n 1 2 SS ) 
2 n ———(xi—KH) . i AH 
然 函数 : tip | E | [Le 2 =(2z) WG 2 》 故 
NMV27O ) i=1 
n n ] 2 en 
InL=-—In(2x)——In6 Gi 一) ， 则 似 然 方 程 组 为 : 
2 2 256 各 
olnL, 1 
so( i— 1) 
OlnL, 7 








a Om 
BD 





We 
的 极 大 位 然 舍 计量 。 所 
2 矩 估 计 

考察 常用 的 总 体 分 布 中 ， 许 多 未 知 参数 与 它们 的 矩 有 密切 的 关系 。 例 如 正 态 总 体 


XN(1,07) 中 的 参数 jo? 本身 就 是 XY 的 一 阶 原点 第 和 二 阶 中 心 第 。 又 如 -Po( 和 )， 则 






































和 =EX。 又 如 六 EX 和 A)， 此 时 EX= 和 ， 可 知 参 数 人 是 一 阶 矩 的 函数 。 由 此 ， 一 种 很 自然 的 
估计 方法 是 用 样本 的 矩 作 为 总 体 相 应 矩 的 估计 ， 再 利用 未 知 参 数 与 总 体 矩 的 函数 关系 ， 
可 得 未 知 参数 的 估计 量 ， 称 这 种 方法 为 矩 估 计 。 
















































































设 六 ,下 是 总 体 下 Fle9) 的 样本 ， Y= 为 样本 均值 ， 





5? = 一 各 CX 一 砍 ? 为 样本 方差 ， 一 萝 交 为 样本 上 阶 原点 乱 ， 二 学 (X 也) 为 尾 
1 j=] 


1 j=-1 
未 类 了 下放 加。 

















例 2.7 设 样 本 |,…, 了 XX, ,来 自 总 体 N(1,o”) ,其 中 ar 为 未 知 参数 , 试 求 4,0o? 
的 矩 估 计 。 























解 ， 由 样本 矩 和 总 体 和 矩 的 定义 可 知 ，J= EX ， 夏 掺 -二 六 ,= 玉 为 4 的 算 估 计 。 
k=1 


























同 理 ，G2? = 上 六 (Xi -天 2 =5? 为 0 的 矩 估计 。 又 由 oc =VDX 可 知 ，S=S1 是 6 的 箱 
1 ;=1! 


























例 2.8 设 总 体 庆 83(n,p)， 其 中 已 知 ， 求 p 的 和 矩 估 计 。 

















解 : 由 EX=np， 可 得 : 陡 = Pn， 故 广 = 半 /n 是 p 的 矩 估 计 。 























例 2.9 设 总 体 X 是 [分 布 ( 参 看 第 二 章 ), 即 pd 为 19 = 了 Bx" e100 ， 
中 w, 8 为 未 知 参数 。 试 求 w, Z 的 和 矩 估 计量 。 





y 
MA 


解 : 经 计算 可 知 : EX =a/pP,DX =a/pB?， 故 应 取 对 =&GC/P,S? =G/1B?， 解 之 得 : 


F =¥2 /S52, B=¥/S?。 


3 贝 叶 斯 (Bayes) 估计 














本 小 节 简 要 讨论 一 下 贝 叶 斯 (TR.Bayes) 估计 的 基本 思想 。 





设 总 体 的 分 布 为 f(x,0) ,其 中 9e@ 为 未 知 参数 , 问题 是 用 样本 页，…， %, 对 参数 9 
作出 估计 。 以 前 我 们 所 讨论 的 极 大 似 然 估 计 ， 算 估计 等 方法 中 , 假设 未 知 参数 9 只 是 简单 
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的 一 个 未 知 数 ， 在 抽取 样本 之 前 ， 我 们 对 6 没有 任何 了 解 ， 所 有 的 信息 完全 来 自 样本 。 





















































而 贝 叶 斯 估计 法 的 出 发 点 是 : 首先 ， 把 未 知 参数 9 看 作 是 随机 变量 或 随机 向 量 )， 


且 在 抽样 之 前 ， 对 9 已 有 一 定 的 知识 (包括 合理 的 猜想 与 准则 )， 称 其 为 先 验 知识 。 这 种 


先 验 知 误 用 9 的 某 种 概率 分 布 表 达 出 来 ， 记 为 (9)。 这 种 概率 分 布 叫 做 9 的 “ 先 验 分 布 ” 
















































































来 含有 参数 6 的 样本 卫 ,…,X, 分 布 f(x1,9)…f(xn,9) 定义 为 在 给 定 9 值 时 ， 











( Xi1,…,X,，) 的 条 件 分 布 。 因 而 ( 0,XI,…,X,，) 的 联合 密度 为 : 





(0) A(X1,0)… 了 (Xn,0)， 于 是 ，(R，…, 针 ，) 的 边缘 密度 为 : 


P(X1,%e, Fn)= [ROX1,O) fF(X,0)d0 


Oe 





第 三 ， 由 此 ，Bayes 提出 在 给 定 匀 |,…,X; 的 条 件 下 ， 9 的 条 件 密度 为 





h(O|X1,%, Xn)=h(0)f (X1,0).… f (Xn,0)/ p(X1,, Xn) (2.3) 


称 (2.3) 式 为 2 的 “后 验 密度 ”。 这 个 条 件 密度 代表 了 我 们 现在 〈 即 在 取得 样本 
也,…, 子 后) 对 9 的 知识 ， 它 综合 了 0 的 先 验 信息 〈 有 (9) 所 反映 的 信息 ) 与 由 样本 带 
来 的 信息 。 读 者 不 难看 出 〈2.3) 式 在 形式 上 与 第 一 章 的 Bayes 公式 相 类 似 。 














了 由 
































最 后 利用 后 验 分 布 h(6|X1,…,XX; ) 作出 对 9 的 推断 (估计 9 或 对 9 作 检 验 )。 


























贝 叶 斯 学 派 认 为 : 在 有 了 后 验 分 布 (2.3) 后 ， 对 参数 的 估计 ， 必 须 建 立 在 这 个 后 验 分 
布 的 基础 上 推出 ， 共 体 可 结合 使 用 者 的 茶 种 要 求 〈 准 则 ) 处 理 。 此 处 给 出 较 常 用 的 两 种 
方法 : (1) 若 取 后 验 分 布 (2.3) 的 《条 件 ) 均值 作为 0 的 估计 ， 则 称 此 为 Bayes 条 件 期 望 




























































































估计 ; (2) 若 取 60 满足 : 后 验 分 布 (2.3) 达 最 大 的 0 作为 0，, 称 20 为 Bayes 最 大 后 验 估计 。 




















例 2.10 某 射 手 进行 独立 重复 射击 试验 ， 设 每 次 射击 击 
n 次 ， 击 中 7 次 。 试 给 出 p 的 Bayes 条 件 期 望 估 计 。 














的 概率 为 P( 未 知 )， 现 射击 


\ 























解 : 由 题 意 设 总 体 入 B(1,p), 记 天 表示 第 i 次 射击 ，(X=1) 表 示 击 中 ，(X0) 表 示 没 








有 击 中 (i=1,…,n)，P(X;=]D=p ,P(X;=0)=1-p 。 因 此 XY,…,X, 的 分 布 律 为 

















pzd_ mrz (x=0,J1)， 其 中 氏 = 交 XX, =x 表 击 中 次 数 。 取 p 的 先 验 密度 h(p), 则 p 的 后 


i=] 
验 密 度 为 














n n 


pe Sx /1 > 4 
RE Xn)=M(p)p™ (1-p) 站 /JADp -站 站 dp 0sps1l CQ.4) 
0 

















若 对 该 射手 射击 水 平 很 不 了 解 ， 可 假设 他 的 命中 概率 p 在 [0,1] 上 取 每 个 值 是 等 可 能 的 ， 
此 时 h(p)=7ios] 是 [0.1] 上 的 均匀 分 布 。 代 入 (2.4) 式 有 : 




















1 
Hp Xi)=p -p/p -pdp 
0 








即 h(p|X,…, 耻 ; ) 为 贝塔 分 布 。 如 用 后 验 分 布 的 期 望 值 ， 即 p 对 友和 的 条 件 期 望 

















Ep|X1,…, 了 Xn ) 作 为 p 的 估计 量 ， 即 得 : 


1 
D= RD)= PHPE AD) 加 =(+DW+2) (2.5) 
0 








P 即 为 p 的 贝 叶 斯 估计 。 














现 比较 上 例 p 的 三 个 不 同 估计 。 次 射击 ， 命 中 卫 次 。 用 极 大 似 然 佑 计 和 和 矩 估计 都 
是 用 n 次 射击 命中 的 频率 了 /n= 去 估计 pp。 这 种 估计 有 它 的 不 足 之 处 , 例如 , 当 于 和牛 1 
时 ， 估 计 方 =1;， 而 当 = 入 100 时 ， 此 估计 还 是 方 =1 。 再 有 一 种 极端 情形 ， 对 n=1， 而 
天 0， 得 P=0; 对 n=100， 让 0,， 仍 是 =0 。 射 击 100 次 每 次 都 命中 ， 直 觉 上 此 射手 命 
中 概率 相当 大 ， 此 时 估计 方 =1 合 情 合理 ;倘若 仅 射 一 次 ， 命 中 了 ， 但 此 时 该 射手 命中 概 
率 不 应 与 射击 100 次 每 次 命中 相提并论 ， 遗 憾 的 是 户 =Y/n 作为 p 的 估计 其 结果 都 是 一 
样 的 。 然而， 用 贝 叶 斯 估计 量 p 的 估计 是 P=(XX+D) /n+2)。 当 = 让 1 时 ，P =2/3; 
而 当 n= 让 100 时 ，P=101/102 。 显 然 ， 这 个 估计 比 用 下/n 要 合理 ， 更 符合 多 数 人 的 直 


观 估 计 。 


















































































































































例 2.11 设 总 体 XN (4,o*)， 其 中 oa 已 知 ， 而 p 为 未 知 参 数 ，p 的 先 验 分 布 为 














N(10;02)， 其 中 0,02 >0 为 已 知 常数 ， 子 |,…, 子 , 为 的 样本 ， 试 求 L 的 Bayes 条 件 


期 望 估 计 。 
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248 
解 : 此 时 ML =(V2zao) exp(-(1- 10) 2 12c0)， 
fC 1) =(Y270) expC-A21207) 
由 (2.3) 式 知 ，k 的 后 验 密度 〔 即 关于 匀 ],…, 耻 , 的 条 件 密度 ) 经 整理 后 为 : 






































1 n 
hlX1s, Xn) = Kexpt-3 -Ho0) 100 + EO -1) /0 
k=1 




















2 n 
其 中 玉 是 一 个 与 无关， 只 与 10,00, 了 1,…, 了 ,有 关 的 数 。 记 于 = 站 Xp/n， 将 上 式 石 
k=1 








方 括 号 的 式 子 化 简 为 : 








Le 
) | +c 
Ey 





n 1 n 
(Xi -pH) /oo + (up0) /00 = + HA- nF/o? + holo0N(—1 
1 CT G0 [en 


其 中 ec 是 一 个 与 hn 无关 ， 只 与 o,W0,00, 了 1,…, 了 及 nn 有 关 的 数 。 故 : 


~ 














es 
Se ] }+c 








1] n ] 二 n 
hp Xi Xn) = Kexpt- 3 Ft A nT /oT +Ho/ od) 
20 oO0 [en 


(2.6) 














注意 上 式 说 明 h(y|X1,…,Xi) 是 正 态 分 布 ， 且 条 件 期 望 为 : 











COZ1a2+uoy1a8)C +-)1， 故 得 h 的 Bayes 的 条 件 期 望 估计 为 ; 
(on Oo 


全 1 
=n¥/o? + U0 /00)(— + 一 ) 
(on O0 


即 : 


2 
pi n 区 (o/o0) 2.7 
a | 机 此 sd 





第 十 章 参数 估计 249 

















将 HA 的 Bayes 条 件 期 望 估计 记分 解 成 2.7) 烦 有 意味 。 考 虑 两 种 极端 情形 下 的 估计 : 若 仅 有 
实验 样本 结果 的 信息 ， 而 毫 无 先 验 信 息 ， 则 此 同 于 以 往 矩 估计 与 极 大 似 然 估计 用 样本 均 


值 去 估计 n。 另 一 种 是 若 仅 有 先 验 信息 NA) ~ N(j0,06)， 而 无 取样 本 的 信息 ， 这 是 只 好 
用 先 验 分 布 的 均值 作为 h 的 估计 。 而 当 同 时 掌握 了 两 种 信息 , 则 Bayes 的 条 件 期 望 估计 
是 上 述 两 种 极端 情形 的 “加 权 ” 平均 ,，“ 权 ”的 比值 为 4:(o /100)?。 当 o=o6o 时 ， 权 之 
比 为 n:1 ， 即 如 果 先 验 知识 中 的 方差 与 总 体 的 方差 一 样 时 ， 则 样本 信息 与 先 验 信息 对 
的 估计 占 的 比例 为 4:1 。 当 o/coo =Vn 时 ， 权 之 比 为 1:1， 此 时 样本 信息 与 先 验 信息 对 
的 估计 而 言 占 同等 重要 地 位 ! 足见 Bayes 估计 的 合理 


再 从 上 面 例 2.11 来 看 对 同一 参数 的 Bayes 估计 与 极 大 似 然 估 计 的 关系 : 注意 of 是 





















































































































































LE! 





hh 
























































以 往 “ 经 验 值 ”jo 的 方差 ， 它 是 刻 划 un 的 “精度 ”的 。 若 el -co ， 则 意味 着 对 而 言 ， 




















已 没有 任何 先前 经 验 可 言 。 此 时 ， 由 〈2.7) 式 ， 当 of 一 oo 时 ，hn 的 Bayes 估计 搓 就 等 


于 4 的 极 大 似 然 估计 ! 这 说 明 ， 对 这 一 问题 而 言 ， 前 者 的 结果 包含 了 后 者 。 

另外 ， 还 要 强调 一 点 的 是 : Bayes 统计 首先 把 被 估计 参数 9 看 作 是 随机 变量 是 否 恰 
当 ， 是 和 否 合理 ? 在 许多 具体 问题 中 ， 把 参数 0 看 作 是 xr.v. 更 加 符合 客观 实际 。 例 如 ， 大 
批量 生产 的 菜 一 元 件 ， 设 次 品 率 为 p ,将 这 批 元 件 打包 成 箱 销售 ,每 箱 1000 个 。 显 而 易 
见 ， 此 时 各 箱 的 次 品 率 9 就 是 一 个 随机 变量 。 同 时 ， 在 理论 上 ， 假 设 参数 9 是 一 个 随机 
变量 ， 这 个 观点 本 身 并 无 不 妥 。 当 然 ， 与 任何 其 它 数 理 统计 一 样 ，Bayes 统计 理论 还 有 
竺 进一步 完善 ， 改 进 与 发 展 。 从 应 用 的 角度 看 ， 在 没有 先 验资 料 与 数据 的 条 件 下 ， 如 何 
恰当 选取 其 先 验 分 布 ， 这 是 关键 。 因 此 ， 值 得 进一步 深入 探讨 。 






























































































































































8$3 估计 的 优良 性 准则 














同一 未 知 参数 的 估计 量 有 许多 不 同 的 方法 ， 那 么 怎样 来 衡量 与 比较 估计 量 的 好 坏 
昵 ? 又 什么 样 的 估计 量 是 较 好 的 呢 ? 这 就 涉及 估计 量 的 优良 性 标准 。 粗 略 的 说 ， 估 计量 
与 被 估计 量 越 “ 接 近 ” 越 好 ， 即 “误差 ” 越 小 越 好 。 


设 了 对 的 密度 函数 为 f(x,0), 其 中 909=(01,…,0,,)e 8，O 是 R” 的 非 空 集合 。 设 g(O) 

































































是 0 的 函数 ，X,…,X; 是 和 的 样本 。 所 谓 g(O) 的 估计 量 ， 是 指 样本 函数 p(X ,…,，) 























的 不 同 选择 可 得 到 不 同 的 估计 量 。 直 观 上 看 ， 




















p(X1,…, X) — 8g(0)| 越 小 ， 0 就 越 好 。 但 

















PC To) 的 值 是 依赖 于 样本 值 的 ， 它 本 身 是 随机 变量 ， 而 g(9) 是 未 知 的 。 押 以 评价 
估计 量 的 优 劣 需要 衡量 优良 性 的 标准 。 
为 简化 记号 ， 以 下 只 讨论 对 参数 0 =(01,…,0,) 的 估计 问题 ， 这 时 因为 对 的 函数 





















































0'= g(0) 的 估计 问题 完全 可 化 为 对 参数 0 的 估计 ， 且 简 记 0 = p(X1,…,XY, ) 取 为 9 的 佑 









































计量 。 我 们 从 佑 计量 的 几 个 不 同 侧面 的 概率 特性 及 估计 量 所 产生 的 效果 来 刻 划 佑 计量 的 
优 劣 。 
1 无 偏 估计 











定义 3.1 称 9 =9(X1,…, 了 六 , ) 是 参数 9 的 无 偏 估计 (Unbiased Estimate)， 若 


E0=0 (0 eO) 
对 估计 量 的 无 偏 性 要 求 在 通常 情形 下 是 合理 的 要 求 ， 但 对 某 些 情形 下 不 见得 是 必要 

































































的 。 











例 3.1 设 (XY,…,; ) 为 总 体 了 的 样本 ， 记 p=EX， 若 DX =o? 存在 。 则 样本 均值 












































邓 = 窟 XX; /是 的 无 偏 估计 ， 样 本 方差 S? = 区 (Xi - 开 )?/(n -是 cz 的 无 偏 估计 。 
i=] 




















证 明 : 因 E 了 =E(YX,)/n=4， 故 叉 是 p 的 无 偏 估计 ， 而 
i=] 


ES = ba —X)? /(n— 中 - ble | 站 ec 


1=1 1=1 





be — 1) —n(¥ -1) 中 -0- 习 ou -np -D0 ( 注 DXY =0o?/n) 


i=] 








故 S? 是 o? 的 无 偏 估计 。 










































































无 偏 性 只 有 在 估计 量 重复 使 用 时 才 有 意义 。 例 如 ， 估 计量 9 独立 地 重复 利用 m 次 

















6600 作为 9 的 估计 。 若 FEF6=0， 则 由 大 数 定律 知 其 平均 值 























二 2000 一 “9 (mm 一 oo)〈 依 概率 收敛 )。 这 意味 着 多 次 反复 利用 估计 量 9 与 真 值 9 






































没有 系统 偏差 ， 因 而 无 偏 性 刻 划 了 多 次 使 用 估计 量 6 的 “平均 ”效果 。 























无 偏 性 的 要 求 有 时 不 见得 是 必要 的 ， 见 本 章 练 习题 10.10。 


2 有 效 估计 与 最 小 方差 无 偏 估计 
一 个 参数 估计 可 以 有 许多 不 同 的 无 偏 估计 晤 。 例 如 在 例 3.1 中 X11, QaXs +( -0)X3 























— 

















基 中 0<aw<1)， 束 及 立 w 系 〈 其 中 立 w =1) 均 是 u 的 无 偏 估计 。 在 众多 的 p 的 无 偏 
| 一 

估计 中 ， 如 何 选择 较 好 的 ? 较 优 的 ? 

定义 3.2 设 入 与 多 均 是 9 的 无 偏 估计 ， 若 对 于 任意 样本 容量 都 有 : 
































DO <DO, 


则 称 0 比 0, 有 效 o 




















定义 3.3 设 % 是 9 的 无 偏 估计 ， 若 对 9 的 任何 一 个 无 偏 估计 6 都 有 : 

















D6 <DO (VO eO) 











则 称 Oo 是 9 的 最 小 方差 无 偏 估 计量 (Minimum Variance Unbiased Estimate) 简称 为 MVU 
估计 。 
用 以 上 定义 要 验算 一 个 佑 计量 是 否 为 最 小 方差 无 偏 估 计量 是 难于 实现 的 。 
讨论 最 小 方差 无 偏 估计 量 的 求法 ， 须 涉及 数理 统计 其 他 许多 内 容 ， 故 本 书 不 作 介绍 。 
面 仅 给 出 它 的 下 界 ， 即 著名 的 克拉 美 一 罗 〈 有 H.Cramer 一 C.r.Rao) 不 等 式 。 
定理 3.1 设 总 体 戏 是 连续 型 r.v.， 其 p.df 为 ftx,0),09e 8， 其 中 是 R 上 的 一 个 























































































































区 间 , XY,…, ,是 革 的 简单 样本 。9 =0(X1,…,XY, ) 是 9 的 无 偏 估计 。 记 x=(x1,…,x))， 





Lx;0)=TI /G1,0), 
i=] 


ee 0),2 


7(O) = lle ) /Ff (u,0)au G.D 


若 满足 : 





(1) 集合 Sg = fi,jo,g)# 直 与 9 无关; 





| 


和 5Jyer ,0)dx; -| 各 dxi ， 36 | 3 OL 0)dx = J 0 





(3) 1(0)>0 voeQ 
则 : 
1 
17(O) 


DO > 





(3.2) 





证 明 : 从 略 。 可 参看 [3] 第 二 册 。 
不 等 式 (3.2) 右 边 称 为 Cramer 一 Rao 下 界 。 而 


et 9) -J ,0)、» 





1(0)=E( ) f (u,0)lau 


J BY /fe Oe 














最 早 是 由 R.A.Fisher 在 20 世纪 20 年 代 提 出 的 ， 故 称 7(O) 为 Fisher 信息 量 。7(O) 越 大 ， 












































9 的 无 偏 估 计 越 有 可 能 达到 更 精确 些 。 而 0 =0(X1,…,X, ) 是 样本 |,…,XX, 的 函数 。09 



































能 估 的 越 准 ， 表 明 其 样本 所 含 参 数 9 的 信息 量 越 大 。 当 样本 容量 为 n 时 ，(3.2) 式 右边 分 
母 是 n7(9) ， 因 此 每 个 样本 提供 的 信息 量 为 7(O) 。 
若 总 体 和 为 离散 型 rv.， 分 布 律 为 : p(i;0)=P(X=i;0) gs@ ， 则 


富 2 的) ， 着 满足 定理 3.1 种 美 似 条 件 ， 则 (3.2) 式 仍 成 立 。 


















































1(0)=E( 

















定义 3.4 若 久 是 9 的 无 偏 估计 ， 目 D060 = ， 则 称 0 是 9 的 有 效 估计 。 














1 
717(O) 





例 3.2 设 卫 |,…,XX, 是 来 自 总 体 生 N(9,o7) 的 样本 ，9,o? 未 知 。 试问 于 与 5 是否 





分 别 是 9 与 o2 的 最 小 方差 无 偏 估计 ? 

















解 ， 须 分 别 计算 9 与 o? 的 Cramer 一 Rao 下 界 。 本 题 中 ， 








f(x,0,0°)= (V270) ! exp(-(x- 0) /20°) 





10) -FO 2 ))2 =(V2zo) 1 i exp(-(x -0)? /20 7)dr=— 
O 





























2 
FEZ-=b DZ-I -上 ， 故 叉 是 9 的 MVU 估 计 。 对 于 o?， ES2=o?，S2 是 o2 的 
n 17(O) 
、 In f(X,0,0” 1 _ 2 2 1 
无 偏 估计 ， Be he 力 2 - ， 但 DS?= 0 S04= ; 
00? 204 n—l n 17(O) 








故 S? 不 是 a? 的 最 小 方差 无 偏 估计 。 














例 3.3 设 总 体 冯 -EX (D)， 0 >0 未知 。 试 问 和 是否 是 2 的 MVU 估计 ? 





一 = — 1 2 
解 : 显然 ， 由 于 EY =EX =0， 知 了 XY 是 9 的 无 偏 估计 。 eV , 
n n 





而 





























十 o0 人 O) py 























1(0)= ) f(x,0dr=" (1l/nt+x/n’) Fe Odr -110° 
I 和 
DX = = 一 ， 故 了 是 0 的 MU 估计 。 
nil(0) nn 











例 3.4 设 总 体 -B(1,p)，pe(0,1) 未 知 。 试 问 对 是否 是 p 的 MVU 估计 ? 


解 :， EE 对 =p， 故 对 是 p 的 无 偏 估 计 。 又 牙 的 分 布 律 为 pX*(-p)!， 


























2 
in- | ld D+ [加 VA Pe 
汉 Op 
故 于 是 bp 的 MVU 舍 计 。 


3 相合 估计 
于 估计 量 0 = p(X1,…,XX, ) 是 样本 的 函数 ， 因 而 它 依赖 于 样本 容量 n。 自 然 有 兴 







































































趣 也 有 必要 考虑 nw 时 估计 量 6 的 性 态 。 下 面 本 小 节 为 突出 6 与 n 的 关系 ， 故 记 
































0 三 9(X1,…, 贸 ,)。 显 然 ， 当 n 下 ww 时 ，0, 是 否 以 概率 收敛 到 9 至 关 重 要 。 














A 2 
定义 3.5 设 2. =p(C0，, 刀 ) 是 6 的 一 个 估计 量 ， 若 lim 6, =9 ， 即 YE>0， 有 


no 





























lim P(|6, -9 a)=1， 则 称 6 是 9 的 相合 估计 量 (Consistant estimate)， 或 称 一 致 估计 
一 00 


有 里。 














显然 ， 对 于 任意 分 布 的 总 体 X， 若 DX <% ， 则 对 是 EX 的 相合 估计 ，5? 是 DX 的 
相合 估计 。 相 合 性 对 于 大 样本 的 估计 是 最 重要 的 衡量 标准 之 一 。 
在 Bayes 统计 的 估计 中 ， 更 多 的 是 以 估计 产生 的 “效果 ”( 可 以 是 性 能 方面 的 ， 也 可 
以 是 经 济 上 的 ) 来 衡量 估计 与 决策 的 优良 性 准则 ， 这 就 是 损失 函数 与 风险 函数 。 

4. 损 失 函 数 与 风险 函数 































































































(1) 损失 函数 


设 9 为 参数 gs@ 的 一 个 估计 量 ， 称 非 负 二 元 函数 L(9,9) 为 损失 函数 。 例 如 


254 第 十 章 参数 估计 











L(9,0)=(9-0)*， 或 L(9,0) 直 9-0|。 它 们 表示 若 用 9 去 估计 9 的 效果 越 差 ， 其 损失 








就 越 大 。 注意 于 0 与 9 = gp(Z ,成 ) 是 六 >， 故 L(0,0) 也 是 r.v.。 




















(2) 风险 函数 








风险 函数 是 评价 估计 的 一 个 准则 ， 风 险 小 估计 的 效果 越 好 。 称 R(6,0)= EL(0,0) 











为 估计 量 6 的 风险 (risk) 函数 。 





(3) 后 验 风险 函数 





给 定 样 本 久 |, 凶 ，,…, 久 ， 尔 ro (Xi XY,) = E(L(O,0)| Xi1,…, X,) 为 估计 量 @ 的 


后 验 风险 (risk) 函数 。 后 验 风 险 是 估计 量 6 的 条 件 平均 损失 。 




















由 条 件 期 望 的 性 质 易 知 : R(g,6) = ECZ ,成 )) 。 这 样 为 求 风险 R(0,0) 可 


























先 求 在 给 定 样本 驮 |,…, 对 , 下， L(0,0) 对 锌 |,…, 了 , 的 条 件数 学 期 望 ry (Xi,…, 卫 ,)， 其 











次 对 ro (|,…, 子 , ) 关 于 样本 成 ，…, 碟 , 求 期 望 即 得 R(6,0)。 











在 Bayes 统计 中 ， 如 何 从 后 验 分 布 出 发 进而 给 出 该 参数 的 估计 ? 在 上 一 节 已 给 出 了 
两 种 较 常用 的 办 法 ， 其 中 一 个 是 从 直观 定义 出 发 构造 参数 的 估计 量 ， 如 通常 可 用 来 刻 划 
后 验 分 布 的 数字 特征 ， 如 后 验 分 布 的 条 件数 学 期 望 〈 均 值 ) 或 后 验 分 布 的 中 位 数 
1 
称 M 为 下 的 中 位 数 )。 这 里 再 给 出 男 一 办 法 ， 就 是 从 估计 产生 的 效果 出 发 提出 适当 的 准 
则 。 这 就 是 最 小 风险 估计 。 




































































M(9| 匀 |,…, 子 , ) 来 估计 9 。( 设 r.v.X， 若 存在 M， 满 足 : P(X >M)=P(X<M)= 


















































定义 3.6 设 6 为 参数 9 的 一 个 估计 量 ，L(6,0) 为 损失 ，R(0,0)= EL(9,0) 为 估计 











~ 


风险 。 若 0 为 9 的 一 个 估计 量 ， 满 足 : 对 6 的 任 一 估计 6 有 : 
































R(0,0,) < R(O,0) 














则 称 包 为 2 的 最 小 风险 估计 。 我 们 通常 把 最 小 风险 估计 称 为 Bayes 估计 。 





























可 以 证 明 ， 后 验 风险 最 小 估计 等 于 风险 最 小 估计 。 因 此 ， 上 述 定 义 的 Bayes 估计 就 


是 后 验 风险 最 小 估计 。 若 取 Z(,6)=(O -0)*， 则 Bayes 估计 06, = E(O|[X1,…,X,) 。 






































例 3.5 设 式 ~BUD)， 其 中 参数 未 知 , 样本 员 ,X 和 …, 症 ， 取 疡 的 先 验 估 计 为 [0,1] 








上 的 均匀 分 布 ， 损 失 函 数 取 L(9,0)=(9-0)*， 求 9 的 Bayes 估计 。 








SY FP n 

解 : 由 9 与,…,, 的 联合 p.d.f. 为 pl (1-p) 下 ，pel0,1]。 记 =X,， 
i=] 

T(n+]) 


RE 六 n—X 
FGIDra x LI 


则 后 验 分 布 为 h(p|X1,…, 了 X,) 








[Ea 





而 pp =E(p|X1,…, Xi,)=(X+D)/n+2)=(nX +1D)/n+2) 。 


§ 4 区间 估 计 
































前 面 几 节 介绍 的 参数 点 估计 使 用 一 个 点 〈 即 一 个 数 ) 去 估计 未 知 参数 ， 然 而 在 应 用 
中 常常 要 对 某 未 知 参 数 估计 它 的 范围 ， 这 就 是 区 间 估 计 ， 顾 名 思 义 ， 区 间 估 计 是 用 一 个 
区 间 去 估计 未 知 参数 ， 即 把 未 知 参数 值 估计 在 某 两 界限 之 间 。 有 时 参数 的 范围 估计 比 点 
估计 更 有 意义 。 


















































































































































例如 ， 某 一 地 区 的 天 气 预报 下 周平 均 气温 在 22°C 到 30°C 之 间 ; 洪水 期 间 长 江 某 检 
测 站 预报 下 周 水 位 在 17 米 ~22 米 之 间 。 这 种 区 间 估 计 是 人 们 生活 中 更 需要 了 解 的 信息 。 






































区 间 估 计 粗 略 地 说 是 用 两 个 估计 量 仙 ,2(G < 饭 ) 作为 端点 的 区 间 [ 思 ,22 ] 作为 参数 9 
































取 值 范围 的 估计 。 显 然 ， 这 种 估计 有 两 个 基本 要 求 : 首先 ,“ 精 度 ” 要 求 ， 即 久 一念 要 

















尽量 小 ， 太 大 没有 意义 ; 其 次 ,这 个 估计 要 有 尽 可 能 高 的 可 信 程 度 ( 即 可 靠 度 )。 因 此 多 


























一 不 能 太 小 。 我 们 希望 既 能 得 到 较 高 的 精度 ， 又 能 得 到 较 高 的 可 靠 度 。 但 在 样本 密度 











全 











FE 代 提 出 至 今 仍 广 泛 应 用 的 原 

















1 给 定时 ， 这 两 方面 要 求 相 互 矛盾 ， 丁 . 奈 曼 在 20 世纪 30 
则 是 : 首先 保证 可 靠 度 ， 在 此 前 提 下 使 精度 尽量 高 。 














定义 4.1 对 于 参数 0 ， 如 果 有 两 个 统计 量 人 二 全 〔 六 ,友和 )， 芒 一 有 





(2 Xp ) 满足 对 给 定 的 ge (0,1) ,有 


P(UO <0<0,)=1-a 





则 称 [外 ,6,] 是 9 的 一 个 区 间 估 计 (或 置信 区 间 )，01 ， 久 分 别称 为 置信 下 限 ， 置 信 上 限 ， 
1 一 称 为 置信 水 平 。 











































































































这 里 的 置信 水 平 ， 就 是 对 可 信 程 度 的 度量 。 置 信 水 平 为 1 一 w ， 如 取 1 一 & 二 95%， 
就 是 说 若 对 某 一 参数 9 取 100 个 容量 为 的 样本 ， 用 相同 方法 做 100 个 置信 区 间 






























































(0 中 ,069) 所 1,2,…,100, 则 其 中 约 有 95 个 区 间 包含 了 真 参数 0 。 因 此 ， 当 我 们 实际 上 只 


做 一 次 区 间 估 计时 ， 有 理由 认为 它 包含 了 真 参 数 。 这 样 判断 当然 有 可 能 犯错 误 ， 但 犯错 
误 的 概率 只 有 5%。 

























































































1 正 态 总 体 均值 的 区 间 估计 
(1) 标准 差 5 已 知 的 情形 


设 正 态 总 体系 Na2) ，5 已 知 。 从 总 体 抽 得 简单 样本 子 |,…, 邓 , ， 试 求 置信 水 平 
为 (1--0) 的 p 的 置信 区 间 。 
1 前 面 的 讨论 可 知 ， 可 用 对 作 为 的 估计 ， 易 知 卫 ~ N(wwo?/n)， 故 


































































































U=( 对 -WYn/1o~N(01 )， 当 给 定 a(0<a<1) 时 ， 存 在 w。 (us 可 用 标准 正 态 分 布 表 查 
2 2 


出 ) 满足 ，P{Ulus}=1-g， 即 P{(Y-J)Yn/olk<us}=1-g， 得 
2 2 








PR hij=1-0 (4.1) 
yA n 用 n 
因此 可 取 : 
ep (on = (on 
下 一 Me -天 ,和 二 We 4.2 
0 49 





作为 的 (1-o) 置 信 水 平 的 置信 区 间 。 邯 三 与 和 + vs -万 分 别称 为 p 的 置信 上 限于 



























































置信 下 限 。 
通常 取 a=0.01,0.05 或 0.10 等 。(4.1) 式 表明 ， 随 机 区 间 (Y 一 u 








pe 2 
2 Vn Wa 





住 (覆盖 ) 参数 的 概率 为 (1-Q)。 
注意 : 给 定 a(0<a<1)， 满 足 (4.1) 式 的 置信 区 间 不 唯 




















(2) 标准 差 9 未知 的 情形 
于 ao 未知， 需 选用 (于 -yO)Vn/S 作为 解决 这 种 情形 的 基础 。 



































本 章 第 一 节 定 理 1.1 知 T7=( 钱 -WOVn/fs~t(n 一 1)， 则 给 定 a(0<a<1)， 查 1 分 布 分 








位 表 得 ts (n 一 DD 满足，P{(-J)Vn1Skts(n-]}=1-g， 得 
之 2 


S 














PR -gl DH T+igt a C (4.3) 
因此 可 取 
(XT-ts(n-l) ,了 Tt -DT 3 (4.4) 
2 Vn 加 Vn 








作为 的 置信 区 间 ， 对 应 的 置信 水 平 为 (1-Q)。 








正 态 总 体 方差 的 区 间 估 计 
设 正 态 总 体 闷 N(1,o7)， 其 中 ,oo 均 为 未 知 ，XX1,…,XX, 为 其 简单 样本 ， 给 定 


























a(0<a<1)， 试 对 方差 o? 或 标准 差 9 给 出 置信 水 平 为 (1-o) 的 置信 区 间 。 


























本 章 定理 1.1 知 ， 令 y2( -TD= 











， 则 它 是 自由 度 为 (n-1) 的 卡 方 分 布 。 若 


























(一 D8? 
o? 




















给 定 水 平 (1-0)， 可 查 x”(n -]) 表 ， 存 在 两 侧 的 分 位 数 x?。 (nD) 及 za (n 一 有) 满足: 
2 2 
BoD a 
2 2 
则 Pi ee-D<O-DS /ca <X%20-D}=1-cw， 即 : 
2 2 
P{(n-DS? /zaln-D)<o <O-DS” a -1)}=1-—0 (4.5) 
2 2 


故 可 取 


258 
(DS J De) 
六 2 


作为 o? 的 置信 区 间 。 取 


(V -18/ Xz2(n —1), Vn—1s/ Be -1)) 
2 此 


作为 o 的 置信 区 间 。 
































3 两 个 正 态 总 体 方差 比 的 区 闻 估 计 
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(4.6) 


(4.6a) 


设 两 个 正 态 总 体 系 NUmsat) ， 玉 NG az) ， 其 中 心 ,oz ,1W2,02 为 未 知 参数 ， 











一 A 
oD. 与 7 分 别 是 子 与 YY 的 样本 ， 记 5 = DX, 
i=l 


12 


























-到 -1) 与 


57 = (7; 一 7)? /ns 一 DD) 分 别 为 它们 的 样本 方差 。 给 定 置信 水 平 (1-0)， 试 求 方差 比 


i=] 


of /037 的 置信 区 间 。 

















解 : 注意 到 (nj -DSz yet 与 0 -DS /cz 分 别 服从 自由 度 为 Ca-D 和 (2-D 的 卡 方 




















分 布 ， 且 相互 独立 《由 取样 相互 独立 )， 于 是 由 五 分 布 定义 知 
Oo -DS2/o2(n -0 So of/o? 
(nm -DS?/or(n -D SP/or SP?/S2 


度 为 (ns-1, n1-1) 的 五 分 布 。 
对 给 定 a， 查 五 分 布 表 ， 可 得 : 





























F 




















服从 




















P{F > Fa(ny -bm —-D)}=P{F <PF _ a(n -bn —)}= 
2 2 


则 P{F < (zz -Ln 一 l))<F<Fa(ny -Lam-D=1lI-c， 即 得 
2 2 








S2 2 $2 
PP a -bm -Dd) <<Fo(n -bm -lS}=1-0 
Ee S73 [09) > S37 








故 得 o? /cz 的 置信 水 平 为 (1-o) 的 置信 区 间 为 ; 
































3 S? 
(a(ny= bn=1) Pay Lm = -3S) 
2 S37 2 S73 


(4.7) 


(4.8) 


(4.9) 
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请 读者 思考 : 设 总 体系 NU ,at ， 六 N01,027)， 车 of ,02 已 知 , 而 ji ,py 未 知 ， 








给 定 a(0<a<1)， 试 给 出 均值 差 一 jy 的 区 间 估 计 。 





4 大 样本 对 总 体 均值 的 区 间 估计 


以 下 讨论 总 体系 Fo 是 一 般 分 布 , 但 EX^ <w 存在, 且 均 值 EK =0，, 方差 DXY =0o? 























均 未 知 时 ， 用 大 样本 庆 ,,…, 祁 ，( 即 充分 大 ) 对 总 体 均 值 的 区 间 估 计 问 题 。 
本 章 第 二 节 矩 估计 方法 知 ,， 可 用 样本 均值 闷 作 为 总 体 均值 6 的 点 估计 , 且 邓 是 9 
的 无 偏 估计 与 相合 估计 ， 即 碗 =g， 且 lim 对 20 。 又 DY=o?/n， 故 由 中 心 极限 定理 














































































































知 ， 当 nn 二 ww 时 ，( 对 -0)Yn/o 的 分 布 函数 趋向 标准 正 态 概率 分 布 N(0,1?) 。 另 一 方面 ， 





注意 到 ES? =o*， 在 EX^<w 存在 的 条 件 下 ， 可 以 证 明 当 n 一 w 时 ，DS? 一 0， 见 [3] 






































第 册 。 故 由 大 数 定律 有 ，lim S?=o?。 这 样 ， 在 n> 时 统计 量 ( 了 -0)Yn/o 与 统计 














量 (于 -0)Vn /5 的 极限 分 布 均 是 标准 正 态 分 布 N(0,1?) 。 即 当 n 充分 大 时 





U=(X-OVn/s 














渐 近 标准 正 态 分 布 。 给 定 置 信 水平 u， 查 标准 正 态 分 位 数 u。， 在 n 充分 大 时 ， 有 


P{|lX¥-0lVn/S<u}sl-o 
即 


a 


2 Vn 2 Vn 
于 是 的 水 平 〈1-aw) 的 置信 区 间 为 ; 
二 S = S 
(X Ws es Ws a 
例 4.2 从 一 大 批 钢筋 中 随机 抽取 100 进行 测试 ， 结 果 有 4 件 次 品 。 试 以 水 平 为 95% 
的 概率 估计 整 批 钢 筋 次 品 率 的 范围 《置信 区 间 )。 
解 : 设 总 体态 B0DD) 为 二 点 分 布 ， 次 品 率 为 p。 季 0 表 合 格 品 ， 和 1 表 次 品 。 由 题 意 
















































































1 
样本 容量 n=100， 次 品 数 三 4， 尺 s-[( 人 | = V0.04x 0.96 ， 而 后 利用 (4.10) 式 可 
n n 





NS 


em 





=0.04—1.96x V0.04 x 0.96 /10 = 0.002 


了 


ls 





Si | 


=0.04+1.96x V0.04x0.96/10=0.078 


Ug 
只 


故 整 批 钢筋 次 品 率 的 置信 区 和 002, 0.078)。 




















S. ws 
总 体 闷 .Fox9)， 其 中 ges@ 为 未 知 参数 ， 先 验 分 布 为 HK6)， 给 定 样 本 页，…， 闷 ， 


0 的 后 验 分 布 为 h(0|X1…, 耻 ,) 。 当 (站 DJ)=(C xn) 时 ， 对 给 定 水 平 1-a， 若 


























x 








间 [O (x), (x)] 满 足 : 


Yn ES 
O1(x) 





则 称 [6 (x),0, (x)] 为 置信 水 平 1-a 参 数 9 的 贝 叶 斯 区 间 估 计 。 























例 4.3 设 总 体 XN(1,0°), 4 的 先 验 分 布 为 N(u0,00) ， 其 中 o ,Wo,00 均 为 已 知 





常数 ， 1,…, 了 ;为 的 样本 ， 试 求 4 的 Bayes 区 间 估 计 。 





解 : 有 前 面 例 ， 可 知 色 的 后 验 分 布 h0|xx,…,x,)~N(a,b”)， 其 中 








1 -0 Is 
a 2 7) (nx/o° + M0/00), b+) 
0 al 


由 jz x, ) ~ N(a,b?)) ee 的 分 布 为 N(0,1?) ， 故 而 


Pts ht ; Sop |x}=1-a 











于 是 44 的 贝 叶 斯 (1-o》 水平 的 区 间 估 计 为 : [a 一 uwj2b,a + ugj2b]。 























置信 区 间 是 下 章 假设 检验 的 基础 ， 同 时 有 广泛 的 应 用 背景 。 
































5 非 参 数 估 计 


以 上 讨论 参数 估计 问题 ， 本 小 节 讨论 非 参 数 估 计 问 题 ， 主 要 讨论 总 体 分 布 函数 的 估 
计 问 题 。 
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Se Wat 1 4 
设 总 体 X~F(x)， 其 样本 为 六 |, 匀 ;…,X,，， VxeR， 记 下 (x)3 一 1(X1 <x)， 称 
Nn k=1 














所 ,(X) 为 的 经 验 分 布 ， 若 用 , (x) 作为 总 体 分 布 函数 的 估计 ， 则 由 第 三 、 四 章 内 容 可 


知 : YxeR 有 





























(1) EF,(x)=F(x), DF,(x)=F(O(0 -F(x)/n . 


(Wve>0 ,limP(OF (x)- FOE)=1. 





ha 


事实 上 ， 有 更 强 的 结果 : 








(3) Pl(lim F(x)=F(x)=1 





可 见 玉 ,(x) 是 Fo 的 无 偏 估计 与 ( 强 ) 相合 估计 。( 所 指 强 相合 , 即 当 n 政 w 时， (x) 以 
概率 1 收敛 到 严 (xz) )。 




















练习 题 




















10.1 设立,…x, 是 来 自 正 态 分 布 NC1,o?) 的 样本 值 ，w 已 知 , 求 e2 的 极 大 似 然 估计 
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中 
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10.2 设 x,…x 是 来 












































E 态 分 布 N44,1) 的 样本 值 ， 求 4w 的 极 大 似 然 估计 量 。 








10.3 设 卫 服从 区 间 [0, 4] (4>0) J 




















的 均匀 分 布 ，4 是 未 知 参 数 ， 而 x,…x 是 的 
样本 值 ， 试 求 出 和 4 的 极 大 似 然 估 计量 和 算 估 计量 。 














10.4 设 XY|,… 了 ,是 来 自 均匀 分 布 U(9,29) 的 样本 , 试 求 出 9 的 最 大 似 然 估计 量 和 和 矩 
估计 量 。 























10.5 设 蕊 服从 区 间 [c.o] 上 的 均匀 分 布 ， 这 上 




















有 Eq,b 是 两 个 未 知 参 数 。 若 x1,…x; (不 如 


村， 





相等 ) 是 的 样本 值 ， 试 求 出 a,b 的 最 大 似 然 估计 


























10.6 设 全 Po( 4)， 参数 有 先 验 密度 4)=e “Tuz0 。 试 分 别 求 出 4 的 贝 叶 斯 最 大 
后 验 估 计 及 贝 叶 斯 条 件 期 望 估计 。 


10.7 设 X,…X 是 来 自 指数 分 布 的 样本 。 分 布 ， 

















的 参数 4 有 先 验 密 度 
h( 力 =e “TU>0 。 试 分 别 求 出 4 的 贝 叶 斯 最 大 后 验 估计 及 贝 叶 斯 条 件 期 望 估计 。 


10.8 设 式 是 来 自 二 项 分 布 B(n,p) 的 样本 ,n 已 知 ，P 为 未 知 参数 。 训 
c,d， 可 找到 的 先 验 


E 明 : 对 任何 常数 
3 E 验 分 布 。 使 p 的 贝 叶 斯 估计 为 (对 +c)/(n+d)。 









































10.9 设 氏 是 来 自 》 














白松 分 布 Po(C4) 的 样本 。(a) 证 明 : g(4)=e-4 的 唯一 的 无 偏 估计 
0O(X) 为 :06(X) 二 1 当 了 为 偶数 ，O(X) 二 0 当 克 为 奇数 。(2) 你 认为 (a) 中 的 估计 是 
否 合 理 ? 如 不 合理 ， 试 提出 一 个 合理 的 估计 。 


















































10.10 设 员 ,… 和 成 是 来 自 正 态 总 体 Nawc2) 的 样本 ， 则 已 知 01(x) = 
P64 -如 2 为 0 之 一 无 偏 估计 。 训 
| 


: 明 , 六 二 一 全 昌 非 0? 的 无 
n 
































高 估计 ,但 0, 的 
均 方 误差 较 小 ， 即 : 

















E(0, -co2)2< FI -ac2)2 。 本 题 说 明 : 无 偏 估 计 不 一 定 是 最 好 的 
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选择 。 





























10.11 设 外 1,…X， 是 来 自 某 一 个 共有 均值 9 而 方差 有 限 的 总 体 ! 











抽出 的 样本 。 证明 : 





















































对 任何 常数 cc， 只 要 >c ==1， 则 六 cx 必 是 9 的 无 偏 估计 。 但是， 只 有 在 c1==… 
t= jel 








一 co 一 J/m 时 方差 达到 最 小 ( 指 在 上 述 形 式 的 估计 类 中 达到 最 小 。 实 际 可 以 证 明 : 在 0 
的 一 切 无 偏 估计 类 中 也 达到 最 小 。) 












































10.12 设 ,…,, 是 来 自 均匀 分 布 U(0,9) 的 样本 ,证 明 : 对 任 给 的 1 -a (0<1 -w <1)， 








可 找到 常数 c 使 [max(X1,…, 卫 , ),cs max( 了 1,…, 卫 , )| 为 0 的 一 个 置信 系数 1 -a 的 区 间 
估计 。 


























10.13 设 XX|,…, 了 ,和 了 ，…，Y 分别 是 来 自 正 态 总 体 W(g,ai2) 和 N(g,a22) 的 样 





























本 ，o1? 和 oy? 都 已 知 。(a) 找 常数 cd， 使 9 = cX+d7 为 0 的 无 偏 估 计 。 并 使 其 方差 最 








小 (在 所 有 形 如 c 和 + d7 的 无 偏 估计 类 中 最 小 )。 (5) 基 于 9, 作出 4 的 置信 系数 为 1-c 的 
置信 区 间 。 


















































10.14 测量 铝 的 比重 16 次 ,， 测 得 x=2.705,S=0.029, 试 求 铝 的 比重 的 置信 区 间 ( 设 测 
量 值 服从 正 态 分 布 ， 置 信和 度 为 0.95 )。 





















































10.15 设 X~N(1,o”) ,XI,…x 是 其 样本 值 。 如 果 o? 已 知 ， 问 : n 取 多 大 时 方 能 保 
证 4w 的 置信 度 为 0.95 的 置信 区 间 的 长 度 不 大 于 给 定 的 7? 












































10.16 设 XX|,…, 了, 是 来 自 正 态 总 体 N(9,o”) 的 样本 ， 9 和 0” 都 未 知 。 证明: 下 仍 


为 0 的 MVU 估计。 
10.17 设 总 体式 为 dq.r.v.， 其 分 布 律 为 P(X=-1)=(-0)/2,P(X=0)=1/2, 

















P(X=1)=0/2，XX,…, 六 ,为 其 样本 。 














(1) 求 9 的 MLE( 极 大 似 然 估 计 ) 0 ， 问 0 是否 是 9 的 无 偏 估计 ; 
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(2) 求 6 的 矩 估计 妃 ; 
(3) 计算 9 的 无 偏 估 计 的 方差 C 一 R 下 界 。 


[XI 














SEE 1 24-1 
10.18 设 总 体 革 的 pd 为 f(x,0)= 了 x5 To 09>0， 了 1,…, 了 i 为 


(1) 求 9 的 MLE 0 ，E0 及 DO 











(2) 求 9 的 最 小 方差 无 偏 估计 0 。 


10.19 设 总 体 针 是 服从 参数 为 p 的 负 二 项 分 布 ， 即 











P(X= 有 =CU-p)*p” (Kk>r,r>] 为 整数 ) 
1,…, 也 i 为 其 样本 。 
(1) 求 p 的 MLE 万; 


(2) 求 p 的 矩 估计 Ps。 

















小 
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样本 。 


10.20 设 总 体 入 U(01,05) (01 <0,)， 久 1,…, 耻 ;为 其 样本 ， 久 (0),…, 耻 (0) 为 其 顺序 


统计 量 。 
(1) 求 91 与 9, 的 最 小 方差 无 偏 估计 ; 




















(2) 取 0, =20|， 求 6 的 MLE， 问 它 是 否 是 91 的 无 偏 估计 ， 说 明理 















































(3) 当 09, =20 时 ， 令 7=(+DCX +XO)MS2+4， 试 证 了 是 9 的 无 偏 估计 ， 








日 DT<D6 。 























10.21 设 总 体系 CO, (K+1)9)，(12>0 已 知 )。 忆 种 为 其 样本 ， 开 0, 王 为 














其 顺序 统计 量 。 








(1) 求 9 的 MLE， 记 为 0 ; 








(2) 令 06=Xa)/k， Ts =a0 +(1-0)0 , 求 使 DT 达 最 小 的 a*, 并 计算 DTss 1DO 。 


10.22 设 总 体 对 的 p.df 为 f(x,1,0)=(/20)exp{_|x-4|/o}, WeR,o>0,， 


1,…, 节 ,为 其 样本 。 
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(1) 求 上 ce 的 矩 估计 ; 
(2) 求 上 cr 的 极 大 似 然 估计 。 


10.23 设 久 |,…, 了 iii.d.，EXi=UL，D XY<w%。 证 明 扩 = 














n 





17(7 十] 问 
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六 XY; 是 hn 的 相合 估计 。 

















10.24 设 而 ，…… 马 ,是 来 自 总 体系 CO, mA) 的 一 个 样本 ， 和 0，… 瑟 on 为 其 顺序 统计 






































(1) 证 明 n4 一 Xaq) 的 分 布 收敛 于 exp(1/); 

(2) 用 (1) 中 的 结果 给 出 和 的 一 个 相合 估计 。 

10.25 设 总 体 对 的 p.df 为 f(x,0)=0(+0)x9( 一 ocxcp;9>0， 了 1,…, 了 , 为 其 
样本 。 














(1) 求 9 的 矩 估计 0, ; 
(2) 求 Vn(0, -EE0,) 的 渐 近 分 布 ; 


(3) 0 是 否 是 6 的 渐 近 有 效 估计 ? 


























10.26 从 一 批 电子 元 件 中 抽取 100 件 ， 若 抽取 的 元 件 的 平均 强度 为 1000， 标 准 差 为 

















40， 假 设 该 批 元 件 强度 不. N(u ac ， 试 求 n 的 置信 区 间 〔〈 设 a=0.05 )。 





10.27 设 某 厂 每 天 生产 的 一 批 钢筋 强度 & ~ Nu a2) 。 现 从 中 抽取 20 从 





F， 测 得 抗 拉 


强度 为 : 4$5.20，44.90，45.11，45.20，45.54，45.38，44.77，45.35，45.15，45.11，45.00， 
45.61，44.88，45.27，45.38，45.46，45.27，45.23，44.96，45.35。 给 定 a=0.05， 试 求 n 


与 9 的 置信 区 间 。 





10.28 设 某 一 钢 厂 生产 的 大 批量 钢材 ,每 根 强度 蕊 ~ NUsc2)， 其 中 o =10(ke) 为 已 

















知 。 均 值 4 为 未 知 参数 。 但 由 以 往生 产 的 记录 知 ， 每 天 生产 的 每 批 钢材 


























的 期 望 强度 





4w~ NG150,202) 。 现 从 某 一 天 生产 的 一 批 钢 材 中 任 取 5 根 , 测 得 每 根 钢材 的 强度 为 1145， 
1150，1147，1151，1155。 试 用 贝 叶 斯 条 件 期 望 佑 计 法 ， 对 该 批 钢材 的 条 件 期 望 强 度 作 














出 估计 。 


10.29 设 总 体 对 ~B(,p)， 其 中 pp 为 未 知 参 数 ，p e[0,1] 。XY1,…, 了 XY; 为 














X 的 样本 ， 


记 了 = 郊 X; ,车 的 先 验 分 布 hp) 取 为 参数 是 (4,p) 的 贝塔 分 布 , 即 hp)~B,(a,B) ( 详 
i=] 





见 第 二 章 定义 )。 若 试验 结果 为 =r (0<r<n)， 试 求 p 的 贝 叶 斯 最 大 后 验 估计 值 。 


























10.30 设 总 体 开 ~ Po(2) 〈 即 参数 为 2 的 泊 松 分 布 )， >0 为 未 知 参数 。 按 已 知 历史 
资料 , 选取 6 的 先 验 分 布 h(0) 为 参数 是 (a,r) 的 伽 玛 分 布 〈 详 见 第 二 章 伽 玛 分 布 的 定义 )。 
现 有 样本 X1,…,XX, 取 值 为 ,…,x, ， 记 了 = 宛 x;/n， 试 求 9 的 最 大 后 验 估计 值 。 

1=1 

10.31 定数 截 尾 寿命 试验 。 设 总 体式 ~ (x,0)， 密 度 函 数 为 f(x,0),0e@，X>0 为 
非 负 r.v.。 若 了 表示 一 批 元 件 的 工作 寿命 ， 现 从 中 抽取 n 个 样本 进行 寿命 测试 。 为 克服 
获得 完全 的 寿命 数据 所 需 时 间 过 长 的 缺陷 ， 采 取 定 个 数 截 尾 寿 命 试 验 如 下 : 即 事先 指定 
一 个 数 廊 (1<k<n)， 设 抽取 的 n 个 元 件 从 大 0 开始 工作 ， 当 实验 进行 到 有 天 个 样品 失 
效 就 停止 观测 。 这 时 ， 仍 有 (=- 问 个 样品 尚未 失效 。 若 记 前 个 先后 失效 时 间 为 
XD), X00) XE) 此 对 (), 了 02),…, 了 (1) 为 n 个 样品 定数 截 尾 寿命 试验 数据 。 记 





































































































大 二 el 
Tgp=EXG + XE Op=Tp/lk (<k<n)。 若 f(x,0)=0 le ® *Io0), 
i=l1 
0 eO 未知。 


(1) 给 定 Xq),X@z),…, XuD， 试 求 9 的 极 大 似 然 估 计量 久 ; 





(2) 证 明 久 是 9 的 无 偏 舍 计 (<k<n); 








(3) 证 明 0,% 是 9 的 相合 估计 (<k<n)。 
10.32 同上 题 定数 截 尾 寿命 试验 ， 但 总 体 和 是 参数 为 (g,y) 的 伽 玛 分 布 ， 即 




















估计 量 &j。 
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本 章 简要 介 


草 简 要 介 乡 


所 谓 假设 检验 是 指 


信 “【《 是 否 成 立 )。 
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假设 检验 的 基本 概念 与 
方法 和 一 般 步 又 ， 重 要 参数 的 检验 方法 及 分 布 函 数 的 检验 方法 。 











断 的 











直观 依据 ， 介 绍 信 
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或 














8$1 问题 的 提 法 与 基本 概念 


























例 1.1 某 厂 生 产 一 大 批 元 伯 
验 合 格 才能 出 三 ， 现 从 其 中 任 扫 





从 直观 











样 结果 检验 假设 印 是 否 成 立 昵 ?可 以 这 柱 


























判断， 这 批 元 件 是 不 能 出 广 的 。 那 么 到 
若 记 假设 〈 或 命题 ) Ho={p<0.01},， 也 为 抽取 的 次 品 个 数 。 则 问题 可 转化 为 : 如 何 根据 抽 
来 推 新 : 如 果 假 设 三 成 立 ， 即 p<0.01， 那 么 
抽取 5 个 抽 到 次 品 的 概率 为 PCQE1)=1-P(X=0)<1-(0.99)?<0.05， 即 事件 CE21) 是 一 小 概率 





事件 。 而 小 概率 事件 居 








可 以 有 把 握 断 言 ， 原 来 假设 男 难 以 置信 ， 应 拒绝 加 这 一 原先 假设 。 这 就 是 根据 样本 结 














民 据 样本 提供 的 信 ， 








昌 来 推断 《检验 ) 总 体 特 怕 


1 取 5 件 ， 发 现 5 件 中 含有 次 品 ， 问 这 批 产 品 能 和 否 出 三 ? 





















































果 检 验 总 体 原 先 假 设 了 夯 是 否 成 立 的 直观 依据 。 称 这 和 





显然 ， 提 

















由 


中 









































单 的 假设 检验 的 基本 





断 依据 为 小 概率 事件 推断 原理 。 


E 的 茶 些 假设 是 否 可 














六 须 经 抽样 检 


何在 ?” 记 这 批 元 件 的 次 品 率 为 p， 











FE 一 次 试验 中 是 难以 发 生 的 。 但 一 次 试验 结果 竞 然 发 生 ， 于 是 我 们 















































1 取 的 样品 中 次 品 的 个 数 越 大 ,假设 辐 就 越 不 可 人 和信， 就 越 应 该 被 拒绝 。 通 党 


对 于 一 次 的 简单 抽样 ， 对 样品 中 的 次 品 数 事先 要 规定 一 个 临界 值 Kk。 例如 上 例 中 ， 若 规 
定 K=0， 当 QES0) 时 接受 假设 加 ， 当 (>0) 时 拒绝 加 假设 。 





一 般 地 ， 若 三 方 规定 每 次 和 

















1 取 n 个 元 件 进行 检验 ， 仍 记 耻 为 











1 验 中 的 次 品 数 ， 规 定 





临界 值 为 天 。 当 (CR 有 时 ， 接 受 原 假设 加 ， 即 认为 琴 成 立 ， 允 许 该 批 元 件 出 三 ; 当 C>K) 
F 出 广 。 称 CR) 为 接受 区 域 〈 即 接 








时 ， 拒 绝 印 假设 ， 即 认为 面 不成立， 不 允许 该 批 元 伯 


受 名 假设 的 区 域 ;，(CX>K) 为 拒绝 域 。 





给 定 印 与 n， 如何 
选取 K，(C> 有 DD 应 是 一 个 小 概率 事件 。 
0.05 或 0.01 等 )， 选 取 满足 : 当权 成 立时 ，P(X > 天 )<cx ， 即 用 
到 成 立时 ,XX 落 在 拒绝 域 的 概率 是 不 




















设 ， 如 假设 可: 























女 











试验 结果 来 验 订 





























E: 如 果 由 假定 印 成 立 条 位 


第 定 拒绝 域 或 临界 值 天 呢 ? 确 























定 天 的 基本 依 





确切 地 说 ， 预 9 




















馈 过 a 的 小 概率 。 





E 给 定 小 概率 a 




















角 定 临界 值 天 应 保证 





据 是 : 当 有 成 立时 ， 


(0<a<1， 一 般 取 为 





上 例 可 知 ， 所 谓 假设 检验 就 是 ， 根 据 研 究 问题 的 需要 ， 对 总 体 的 某 些 性 质 提出 假 
p<0.01， 称 了 而 假设 为 原 假设 或 零 假 设 。 为 判断 原 假 设 名 是否 成 立 ， 采 
用 类 似 于 “ 反 证 法 ”的 思想 方法 。 我 们 先 假定 这 个 “假设 Ho” 成 立 ， 然 而 名 是 否 成 立 
要 F 下 的 菜 一 个 小 概率 事件 , 竞 然 在 一 次 试验 





208 























发 生 ， 我 们 就 有 理 











出 














间 二 者 选择 之 一 ， 那 么 此 时 选择 拒绝 FU 比 选择 接受 三 更 合理 。 相 反 ， 若 在 一 次 试验 ! 
F 《在 原 假设 加 成 立 的 条 件 下 )， 那 么 ， 这 时 选择 接受 原 假设 本 
比 拒绝 更 合理 更 明智 。 这 种 推断 方法 我 们 称 之 为 小 概率 事件 统计 推断 





发 生 的 是 一 大 概率 事 们 









































就 更 要 小 的 多 了 。 


通常 取 a=0.05，o=0.01; 若 对 降 





那么 ， 事 件 的 概率 小 到 什么 程度 才 算 “小 概率 事 伯 
。 一 般 把 概率 不 超过 0.05 的 事件 当 作 “ 小 概率 事件 ” 例如 ， 
类 产品 通常 要 求 a 小 于 0.001， 而 对 飞机 航天 器 








例 1.2 某 奶 粉 ) 














服从 正 态 分 布 ， 其 均 方 
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拒绝 假设 所 (起 码 不 能 轻易 接受 而 )， 如 果 必 须 在 拒绝 与 接受 之 






































自动 打包 机 打包 ， 规 定 每 包 奶 粉 标准 重 为 500 元 ， 已 知 每 包 重 量 
































原理 。 











F” 了 呢 ? 这 要 视 实际 具体 问题 的 需 











普通 的 产品 


上 验 ， 
































串 








差 o=0.9 克 长 期 保持 不 变 。 每 天 开工 后 需 抽 样 检验 打包 机 工作 








否 正常 ( 即 有 无 系统 


500.7， 




















Fu 









































般 差 )。 某 


500.5，499.7， 





开工 后 测 得 9 包 重 











里 (单位 : 











克 ) 如 下 : 





501.0，, 











晶 . 不 9 





给 定 a=0.05。 问 该 日 打包 机 工作 


解 : 对 抽检 




















应 有 : 六 ~ N(500, 0.92) 。 忆 


























依 题 意 针 ~ N(CL， 


有 7 个 大 于 500; G2) | 
初步 印象 ， 打 包机 的 习 

















左右 波动 ， 且 大 于 和 小 于 500 的 数 
区 间 (500- 2x0.9,500+2x0.9) 上 。 而 抽样 结果 是 : (7) 9 个 数据 只 有 2 个 小 于 500， 而 
往 间 (500-2x0.9,500+2x0.9) 之 外 。 








日 9 个 数据 已 有 
F 均 重量 可 能 





不 全 上 吊 / 








目 应 各 占 1/2 左右 ; 





























个 落 在 
凯 重 ! 不 1 















































设 多 : 4U=H=500， 然 后 月 


U=(X-uoWn/o~ 


取 wa/2 =uo0.025=1.96 





日 抽 


500.8，499.8，501.2， 


E 常 ， 应 进一步 分 析 检 验 。 以 下 介 强 


502.0，500.6 


数据 的 初步 直观 分 析 : 设 每 包 重 为 站 ， 按 规定 ， 若 打包 机 工作 正常 ， 则 
8 么 在 正常 情况 下 , 样本 数据 应 该 大 体 是 : (让 数据 应 
( 放 ) 样本 数 应 有 约 95% 左 右 落 在 





围绕 500 





























U 一 检 











a2),， 且 c=0.9 已 知 。 为 检验 打包 机 工作 是 否 正常 ,我 们 先 提 出 候 



































N(0.12) ， 


使 PHlUkl 











小 概率 事件 。 而 小 概率 事件 在 一 次 试验 中 基本 不 会 发 生 。 








因此 , 可 以 

















用 忌 的 取 




















.96} =1-w =0.95。 




















验 结果 检验 所 是否 成 立 。 若 友 成 立 的 ， 则 





站 来 判断 到 是 否 成 立 。 给 定 a=0.05， 


因此 ， 若 色 成 立 ， 则 {Ul|>1.96} 是 














但 是 计算 并 的 取 值 过 = 500.7 及 





统计 量 U 的 取 值 4 =(X -wo)Vn/o=(500.7-500)xV9/0.9=2.33>1.96， 这 意味 着 小 概 








率 事 件 {|U |> 1.96} 竞 然 在 一 次 试验 9 
而 应 拒绝 加 ， 即 认为 不 能 讲 该 


| 





不 可 信 。 因 



































FPF 发 生 了 ， 这 是 不 合理 的 。 究 划 

















内 为 原 假设 印 











打包 机 工作 正常 ， 应 先 调整 之 后 再 生产 。 





ee 








设 总 体式 ~ N(1,07)，o 已 知 ， 检 验 均值 的 一 般 步 又 : 





(1) 根据 问题 要 求 ， 提 出 原 假 设 如 : 4= Wo， 对 立 假设 到: jj0; 


(2) 根据 所 ， 选 取 统 计量 U =( 对 -yo)Wn/o， 在 名 成 立 条 件 FU~N(0,1?); 

















(3) 给 定 a〔 称 a 为 显著 水 平 )， 查 表 定 出 临界 值 wyj， ， 从 而 使 名 成 立时 ， 事 





中 
| 
站 

















{IUI> Ug/2 } 是 一 小 概率 事件 ; 











iDl 
NS 
HH 














(4) 计算 总 的 取 值 z 及 统计 量 的 取 值 4=(X 一 Jo)Yn/1o ， 当 |ul> uo 时， 


Ho, 当 |z |< Ug]2 时 ， 接受 Ho。 








通过 以 上 诸 例 ， 可 初步 了 解 到 假设 检验 问题 的 提 法 ， 以 及 用 于 检验 假设 的 直观 依据 
即 小 概率 事件 统计 推断 原理 。 在 此 ， 对 若干 常用 名 词 与 概念 补充 如 下 : 












































(1) 原 假设 与 对 立 假设 
在 假设 检验 中 ， 常 把 一 个 被 检验 的 “重要 ” 假设 叫做 原 假设 ， 用 夯 表 示 ， 或 叫做 
零 假设 。 而 与 原 假 设 不 同 的 另 一 假设 , 称 为 备 择 假设 , 用 本 | 表示 , 有 时 也 叫做 对 立 假设 。 


如 例 1.2 中 ， 原 假设 为 加 : j= Wo=100， 而 对 立 假设 或 备 择 假设 为 Hl: wzA0。 


























(2) 检验 统计 量 ， 接 受 域 ， 拒 绝 域 
为 检验 一 个 假设 所 选择 的 样本 统计 量 称 为 检验 统计 量 。 使 友 得 到 接受 的 所 有 样 


本 点 XI 和 所 在 区 域 全 体 ， 称 为 该 检验 的 接受 域 ， 记 为 两 。 而 使 加 被 拒绝 的 所 有 样 





























本 点 阅 ,和 所 在 区 域 全 体 ， 称 为 该 检验 的 拒绝 域 ， 记 为 琴 。 如 例 1.2 中 ， 的 接受 











域 为 : Wo= (0 —ug20 Mn, uo tugol Vn) 》 Ho 的 拒 绝 域 为 : 





Wi=(—%, /0 -uy20/ Mn)U (uo 十 Un)20 /Vinsto ) 》 点 Ho 击 uw120 /Nn 称 为 临界 点 。 














(3) 单 式 检验 ， 复 式 检验 与 序 贯 抽样 检验 
根据 抽取 一 回 容量 为 n 的 样本 就 作出 或 者 接受 9， 或 者 拒绝 夯 的 决定 的 检验 称 为 
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单 式 检验 。 对 复式 检验 ， 以 例 1.1 的 情形 为 例 ， 若 要 检验 Ho: p<0.01 是 否 成 立 ， 规 定 抽 
样 方案 如 下 : 第 一 回 抽取 5 个 ， 记 其 中 红 球 个 数 为 钱 ， 若 有 =0， 则 接受 古 ; 若 六 >2， 
则 拒绝 U; 若 名 =1， 则 再 抽 第 三 回 ， 例 如 再 抽取 10 个 。 记 总 为 其 中 红 球 数 ， 若 马 =0， 
则 接受 夯 ， 和 否则 拒绝 Ho。 这 种 抽验 方式 称 为 复式 抽验 。 而 第 二 章 练 习题 2.31 题 所 叙述 
的 抽样 检验 就 是 一 种 序 贯 抽验 。 





























































































































§ 2 两 类 错误 与 功效 函数 


1.， 检验 法 
由 前 面 的 例子 可 知 ， 在 假设 检验 中 ， 对 给 定 的 假设 国人 作出 接受 或 拒绝 的 决断 ， 这 要 
民 据 样本 的 取 值 情况 事先 规定 一 个 规则 ， 我 们 称 之 为 检验 法 。 确 切 地 说 ， 记 5 为 样本 取 


值 x= (xz xm) 全体 构 成 的 集合 〈 样 本 空间 )， 那 么 一 个 检验 中 是 指 对 5 的 一 个 划分 : 

































































10， 现 ， 满 足 : WoU 列 =5,Wo 门 WW =G。 当 样本 值 x= (x1,…,xj)e Wo 时 就 接受 五 。( 拒 


U 








绝 已 ); 当 样 本 值 x= (x1,…,x)eW 时 就 拒绝 Ho〈 接 受 页 )。 简 记 检 验 @=( Wo, Wi)。 











例如 例 多 中 ， Ho: HH=H0, 一 个 检验 @; Wo=(W0 uy/20 /Vn, /0 + uy/ Vn) » 


Wi=(—%, 40 -uy20 /Vn (Ko 二 uy 120 /Vn,to ) o 


2. 两 类 错误 

由 于 假设 检验 是 根据 一 次 抽样 所 得 的 检验 统计 量 的 取 值 是 落 在 拒绝 域 或 接受 域 而 作 
出 决定 是 否 拒绝 与 接受 加 。 这 种 由 部 分 信息 判断 总 体 的 结果 有 可 能 发 生 两 种 错误 : (1) 
当 名 成 立时 ， 而 经 检验 被 拒绝 的 错误 ， 称 为 第 一 类 错误 ， 犯 第 一 类 错误 的 概率 记 为 @ ; 
(2) 当 加 不 成 立时 ， 而 经 检验 被 接受 的 错误 称 为 第 二 类 错误 ， 犯 第 二 类 错误 的 概率 记 
为 Bp。 


如 何 求 其 gg 与 8 呢 ? 以 例 1.2 说 明 。 当 :414= Wo =500 成 立时 ， 若 取 w =0.05， 则 






























































在 名 成 立 条 件 下 统计 量 落 在 拒绝 域 {U|>wuooss} 的 概率 即 为 w;， 当 wx#wo =500 时 ， 即 














1 不 成 立时 ， 不妨 设 j=j1zUo 时， 求 统 计量 U 落 在 接受 域 的 概率 。 此 时 ， 


对 ~N(1,07/n)， 于 是 ， 球 落 在 接受 域 的 概率 为 : 
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B=P (po -ug20/ Vn <¥< 0 tua2o /Vn) 


=(V2xo/ vn) 人 exp[- — J) n/20” Hu 


令 1=(u 一 MI)Vn/o 代入 上 式 ， 得: 





B= D10 -HNn/o ru) - DH0 -Mn /lo -ua) (2.1) 





由 (2.1) 式 易 知 , 当 nn 给 定时 , | wo -pW | 越 大 , 则 B 越 小 。 若 给 定 w= 固定 , 则 当 半 一 oo 

















时 , (wo -Wi)Vn/o 趋 于 正 无 穷 ( 若 uo >  ) 或 负 无 穷 大 ( 若 po <A ) 故 半 一 oo 时 , BD0。 





通常 在 检验 一 个 假设 Ho (及 Hl) 时 ， 和 希望 犯 两 类 错误 的 概率 都 尽 可 能 小 ， 但 这 两 
者 的 要 求 往往 是 矛盾 的 。 仍 以 例 1.2 为 例 来 看 。 当 犯 第 一 类 错误 的 概率 wx 减 小 时 ， 则 由 
P(U|> wu)=w 知 ， 对 应 wayz 的 就 增 大 ， 又 由 C.D) 易 看 出 ， 当 wuy2 增 大 时 ， 对 应 的 


〈《 犯 第 二 类 错误 的 概率 ) 就 增 大 ， 反 之 亦 然 。 因 此 需要 建立 适当 的 准则 以 权衡 与 协调 二 
者 的 利害 得 失 。 下 面 仅 介 绍 在 假设 检验 中 如 何 区 分 不 同 检验 法 的 一 个 基本 依据 和 一 种 较 
为 流行 的 处 理 方 法 。 













































































3. 功效 函数 〈 势 函数 ) 

同一 原 假设 到: 9e Bo。( 其 中 Bo cB 是 9 的 非 空 真子 集 )， 可 以 用 不 同 的 检验 法 对 
印 进 行 检验 。 那 么 ， 根 据 什 么 来 区 分 不 同 检验 法 的 优 劣 昵 ?引进 以 下 定义 。 

定义 设 对 总 体式 的 分 布 f(x,0) 提出 原 假设 克 : 9e B。( 其 中 Bo cB 是 9 的 非 空 
































真子 集 )， 对 立 假设 夯 : 9e OB--B@o0。 记 其 样本 为 (X1,…, 阅 ,)， 若 采用 检验 DP=( Wo, V1) 


对 进行 检验 ， 称 





pe(0)= Fo((X1,…, X,) EW) (2.2) 
为 检验 ® 的 功效 函数 (power function， 叉 称 为 势 函 数 )。 
易 知 ， 当 且 仪 当 事 件 {(X1,…, 阅 ,)e 砚 } 发 生 时 ， 拒 绝 原 假设 Ho， 而 这 事件 的 概率 
显然 与 参数 0 有关， 即 它 是 定义 在 参数 空间 @ 上 的 函数 。 


不 难看 出 ， 当 9 e B60 时 ，Bg (9) 表示 犯 第 一 类 错误 的 概率 ; 当 9 e B@| 时 ,1- pg (9) 
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表示 犯 第 二 类 错误 的 概率 。 换 言 之 ， 当 gs B60 时， 要求 po(9) 尽 量 小 〈 即 当 玉成 立时 ， 


我 们 要 求 不 要 轻易 拒绝 它 )， 而 当 9 e @ 时， 要 求 pg (0) 尽量 大 ( 即 当 夯 不 成 立时 ， 希 


望 能 严格 把 好 关 ， 拒 绝 它 )。 这 说 明 一 个 检验 的 功效 函数 确实 反应 该 检验 法 的 优 劣 水 平 。 
如 何 协调 和 解决 两 类 错误 的 利害 得 失 呢 ? 目前 在 理论 上 较为 流行 的 办 法 是 沿用 奈 曼 
一 皮尔 了 进 CNeyman 和 Pearson) 提出 的 假设 检验 的 基本 思想 ， 就 是 首先 确保 犯 第 一 类 错 
误 的 概率 限制 在 不 超过 一 给 定 值 c 的 前 担 下， 然后 寻找 使 犯 第 二 类 错误 的 概率 尽 可 能 小 
的 检验 。 在 这 种 准则 下 , 寻找 一 个 好 的 检验 法 , 就 是 事先 约定 的 一 个 小 的 正 数 a (0<a<1)， 
在 满足 : 










































































Bo(0)= Po((X1,…, Xn) eMW)<a VOesOl (2.3) 

















的 检验 法 中 ， 寻 找 检验 @， 使 得 当 g9sG@I 时 ，Zo(9) 尽 可 能 的 大 。 





在 9e Oo 时 , 满足 pg (0)<a 的 检验 DB 称 为 水 平 为 a 的 检验 。 简 记 为 (a,B0,O1) 检 验 。 
称 c 为 检验 的 显著 性 水 平 (evidence Ieve1)， 简 称 为 水 平 。 





§ 3 常用 的 参数 检验 














本 节 将 讨论 几 个 常用 的 参数 检验 ， 以 及 在 奈 曼 一 皮尔 逊 假设 检验 的 基本 准则 下 ， 如 
何 选择 与 构造 在 直观 上 看 来 较为 合理 的 检验 。 
































正 态 总 体 均值 的 检验 及 推广 




















设 总 体式 ~ NUa”) ， 对 均值 hn 的 假设 检验 仅 介绍 以 下 三 种 典型 形式 。 


(1°) Ho: HH=H0, Hi: HHo; ( 双 侧 ( 边 ) 假设 检验 》 


(2°) H06: W440，HI1: 4< 上 0 《〈 单 侧 假设 检验 ) 

















(3?) H6: U4<y4Uo0，Hf: 44>A0。( 单 侧 假设 检验 ) 
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分 别 讨论 : 





(1) 方差 中 已 知 时 ,检验 Ho、Hb、H6 。 





对 检验 五 0: =Jo，Hi: wzHA， 可 见 例 1.2， 已 作 讨 论 ， 这 里 不 重复 。 在 此 例 

















1.2 中 所 用 的 检验 统计 量 为 U=( 对 -wo)Wn/1o ， 因 此 称 之 为 U 一 检验 法 。 



































这 里 只 对 检验 厂 ):; 41>Jo0，HIi: 4<yo 作 讨论 。 记 甘 为 样本 均值 ， 以 对 作为 

















的 估计 。 故 若 苞 越 大 , 直观 上 与 原 假设 0 : x> yo 越 吻 合 ; 反之 , 若 圣 越 小 , 则 与 HI : 




















KH<Jo 更 贴近 。 因 此 ， 在 直觉 上 一 个 较为 合理 的 检验 DB 应 是 选取 检验 量 为 : 



































U=(X-uoWn/o ? 对 给 定 的 ao， 戎 定 zw 》 务 请 注意 在 这 种 情形 ， 应 使 P(U <-uv)=C o 



































于 是 当成 立时 ， 事 件 (0 <-uo)=(( 对 -yo)Vn1o <-us) 应 是 小 概率 事件 。 因 此 ， 当 








{( 玉 -Wo)Yn/1o<-us} 发 生 时 ， 应 拒绝 5; 反之 ， 则 接受 Hy。 所 以 @ 的 接受 域 与 拒绝 
域 应 分 别 为 : 


PD: Wo=(u0 -ugo /Vn,too )， Wi = (oo, Wo -ugo /Vn), 














称 上 述 检 验 法 为 单 边 一 检验 。 而 例 1.2 中 的 检验 法 称 为 双边 U 一 检验 法 。 











在 许多 实际 检验 问题 中 ,会 遇 到 原 假设 :> yo 的 单 侧 ( 边 ) 假设 检验 问题 。 例 
如 ， 某 工厂 每 天 生产 的 一 批 钢 筋 的 质量 指标 之 一 是 它 的 平均 抗 拉 强度 上 越 大越 好 。 按 出 


























厂 的 质量 标准 ， 要 求 w>wo 才 可 出 厂 ， 因 此 提出 原 假设 为 万 。: W> uo 。 这 时 制定 的 抽 















































样 检 验 法 ， 自 然 希 望 对 7。 :4 > yo 成 立 的 钢筋 , 经 检验 尽 可 能 通过 (接受 万。)。 而且/ 








越 大 ， 通 过 检验 后 接受 的 概率 应 越 大 越 好 ; 反之， 对 于 上 < wo 的 钢筋 ， 经 检验 不 让 轻易 














AS 
[= 


























总 


过 ( 即 拒 绝 石 。) 的 概率 应 越 大 越 好 。 这 时 用 原 假设 Ho。 :w> wo ， 采 用 上 述 单 侧 拒 
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域 所 =(-oop -wec/v 就 能 达到 这 个 目的 。 这 要 比 用 双 侧 拒绝 域 
































Wi =(-%, /0 -a120/Vn) uv (uo + Ua120/Vn,%m) 的 检验 法 更 为 优良 ， 即 更 为 合理 。 





请 读者 举 出 单 侧 假设 检验 的 其 它 例子 。 











对 于 检验 万 6: < yo，HI: 4>Ao 的 情形 的 检验 与 上 述 类 似 ， 从 略 。 读 者 可 作为 











练习 ， 讨 论 并 给 出 检验 有 7s 的 较为 合理 的 检验 法 。 对 于 这 种 单 侧 假设 检验 Ho :< yo ， 
在 质量 检验 中 也 会 遇 到 。 例 如 ， 衡 量 大 批量 生产 的 电子 元 件 的 质量 指标 是 每 批 元 件 的 次 













































































品 率 p (0< p<1), 显而易见 ，p 越 小 , 质量 越 好 。 这 时 可 采用 单 侧 假 设 检 验 Ho。: p< po 
较为 合适 。 











对 于 o 已 知 ， 对 的 其 它 形式 的 假设 检验 问题 可 参照 以 上 三 种 典型 ， 给 出 适当 的 检 




















上 述 讨论 的 是 当 方 差 已 知 时 ， 一 个 正 态 总 体 均值 检验 的 方法 。 所 采用 的 检验 统计 量 
均 是 U 一 检验 统计 量 U = (对 -uo)Vn/1o。 事实 上 , 采用 UU 一 检验 法 还 可 应 用 于 其 他 的 参 


数 估计 。 
































册 吊 


tt 


























(a) 在 方差 已 知 的 条 件 下 两 个 正 态 总 体 均 值 差 的 检验 : 








设 二 个 总 体 针 ~ NU aT) ， 了 ~ N(j2,02)， (人 ) ，( 了 5 克 ) 分 别 是 天 


? m 





与 了 的 样本 。 在 o? ，o3 已 知 条 件 下 ,讨论 二 正 态 总 体 均值 差 56= 上 -ji 的 检验 ， 有 基 





中 和 常见 的 假设 : (1") Ho: 5=0， 万 |: 56z#0; (2°) 万 0: 656>0, HI: 6<0; 














(3") HH6: 6<0，HIY: 6>0。 对 这 儿 种 假设 的 检验 方法 完全 类 似 于 上 面 讨论 的 方法 ， 
所 不 同 的 是 ， 此 时 采用 的 检验 统计 量 可 取 为 : 





U=(X-Y-6)/(o? /m+o?/n)'? 

















中 邓 , 了 分 别 是 称 Y 的 样本 均值 。 这 里 只 要 注意 当 Ho: 656=0 时 ，U ~ N(012) 就 足以 








y 
4 





ne 
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明白 。 


(5) 对 总 体 非 正 态 分 布 的 大 样本 情况 下 均值 的 检验 ， 亦 可 采用 U 检验 法 。 例 如 ， 














总 体 卫 ~ F(x,0) 为 一 般 Lv.， 若 DX =o? 已 知 ，EX =0 未 知 ， 要 检验 假设 Ho: 0=00， 





Hi: 9#06， 在 大 样本 的 情况 下 , 可 用 UV = (总 -go)Vna ye 作为 检验 统计 量 。 这 是 因为 ， 




















在 太 成 立时 ， 由 中 心 极 限定 理 ，U 依 分 布 收敛 于 N(012) ， 即 Ho 成 立时 ，U 的 分 布 











趋向 于 品 的 分 布 ( 即 标准 正 态 分 布 )。 故 当 充分 大 时 ,可 用 UU 作为 UU; 的 近似 。 





注 ， 上 例 中 ， 若 DX=o 未知， 可 将 ,中 的 o 换 成 5S， 即 取 U, = (对 -00)Yn/15 作 
为 检验 统计 量 ， 可 以 证 明 ， 当 n 充分 大 时 ， 有 类 似 的 结论 。 























(2) 当 方 差 o? 未 知 时 ， 均 值 的 检验 : 





设 总 体式 ~ NU a2) ，XX|,…, 耻 ,为 其 样本 ，Y,S? 分 别 为 样本 均值 与 样本 方差 。 


耻 








ca 未 知 ， 要 对 如 同上 面 (D) 中 的 三 种 假设 进行 检验 如 下 ; 


《1 ) 检验 Ho: j=JW0o， Hi: AH0i 








于 o? 未知, 故而 此 时 的 检验 统计 量 选 为 T(r 一] 有 =( 对 -wo)Vn/S， 由 本 章 第 一 节 




















易 知 ， 当 五 6: 4=pW6 成 立时 ，T(n 一 =( 久 -Wo)Wn/1S~t(n-1)， 于 是 ， 当 |T(n-1) 取 


得 很 小 时 ， 应 接受 0; 反之 当 |7(n-])| 取 得 很 大 时 ， 应 拒绝 万。。 若 给 定 水 平 a， 可 查 1 





分 布 表 分 位 数 刀 /2(2-D ， 使 得 PTO-DKEip-D=1-cw ， 故 : 


接受 域 Wo =(o -tea0-DS/Vnspo+tapa-DS/Vn ) 











拒绝 域 ”而 =(-oopo -tep-DS/VaOUUo + tan -DS/Vn ,+oo) 
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当 7T(n 一 1)e1WW 时 ， 接受 ， 否 则 拒绝 之 。 若 检验 统计 量 g 在 Ho 成 立时 服从 1 分 布 ， 称 
为 检验。 








(2°) Ho: uu10, HI: AU< LA0 1 





检验 统计 量 同 (1°) 取 为 了 = ( 筷 - w)Va1S 。 显 见 ， 当 7(n-1) 取 充分 大 时 ， 应 接受 





五 h， 否 则 拒绝 右 ; 。 给 定时， 可取: 





®: Wh=(40-ta(n-DS/Vn to), Wi=(-%0,40 -ta(n-l)S/Vn) 





当 7T(n -Des1 卫 时， 接受 瓦 0 ， 和 否则 拒绝 之 。 


(3°) 五 0: uz<1uo0, HI: ww>A0。 





请 读者 给 出 一 个 适当 的 检验 法 。 


不 难看 到 ， 对 于 二 个 正 态 总 体 和 ~ N(1,o7)，Y~N(1,02)， 于 与 了 的 样本 为 
































(及 也 ;也 )。 若 of ,02 未知, 但 o? 二 0o2 时 ,要 检验 其 均值 差 5= -1 


是 否 为 0，>0，<0 三 种 情况 ， 均 可 应 用 1 检验 法 ， 此 时 检验 统计 量 可 选 为 : 























1 
r-| jG 了 -5)15 


m+n 











NN 
4 


1 m = n 全 过 
中 S = 一 一 一 (》 (7 -站 ?+》 (7 -7)’). 
re ;一 X) 0 ) ) 


2. 正 态 总 体 方差 的 检验 
1). 一 个 正 态 总 体 方差 的 检验 
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设 总 体 和 ~ N(1,o*)， 其 1 








La2 未 知 ， 试 














样本 如 ，…, 妃 ， 检 验 以 下 问题 ; 





(1°) Ho: o =00, HI: o #00; 
(2°) Hj: o>07, HI: o <o0; 
(3°) HY: oz<ob, HI: o>0o0。 


对 (1?) 有 Ho: ac2 =o8 ,已 知 可 取 S? 作 为 o? 的 估计 ， 因 


AI 


作为 检验 Ho 的 统计 量 ， 








2 


n-l1 一 





这 


而 采 


本 


~ 








取 K21 人 (nn-D)S?/o8 








wp: ac? =00 成 立时 ， 易 知 检验 统计 量 K2 1 ~ x 2(n 一 1 ， 对 











给 定 的 水 平 w (0<a<1)， 查 卡 方 分 布 表 定 
可 定 出 
®: Wo=(x? 
rs 





下 分 位 数 x (一) 与 上 分 位 数 z2(n 一)， 
访 2 


C1-D), xa(n-D), We=(0,7x7 we-DIUC2 Gn- Dt) 
2 2 2 


当 并 2 本 Wo 时 ， 接受 石 0; 否则 拒绝 石 0。 





以 上 方法 称 为 卡 方 检验 法 。 


对 (2°) 万: o 200, ®: 殉 =(t =-D,+oo)， 





当天 2 e1WW4 时， 接受 及); 否则 拒绝 万 

















Wi =(0, x7a(n -1))。 


了 
0 o 























对 (3”) 请 读者 给 出 一 个 类 似 于 〈2?) 的 合理 的 检验 法 。 
问题 ， 某 电工 厂 每 天 生产 一 批 保险 丝 ， 保 险 丝 质量 要 求 之 一 ， 是 它 的 熔化 时 间 ( 单 
































小 时 ) 的 方差 o? 


位 : 


Ho :0?<400, HI :ac2 > 400 ， 请 读者 给 该 厂 提出 一 个 合 


越 小 越 好 ， 且 规定 它 不 超过 400 。 对 此 可 提出 假设 

















理 的 检验 方案 。 
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2). 二 个 正 态 总 体 方差 比 的 检验 





设 钱 ~N(1,07)，Y 了 ~N(44,02)， 若 ,07,U2,02 均 未 知 。 试 由 下 与 了 的 柱 


(Xi1,…, 陡 ) 及 (了 7,…, 了 ) 检 验 以 下 问题 ; 


(1°) Ho: o/c =1, HI: o /oo¢ #1; 


(2°) HO: or/od 21, HI: or /of <1。 


TT 


本 





对 (1?) Ho: o2/o8 =1， 取 检验 统计 量 为 下 =Sfcz 1520? ， 则 当 c” = cl 时 ， 








FP-1,m-1)。 给 定 水 平 a， 取 下 zn 一 lm- 与 Fo (n 一 1,m 一 了) 分 别 为 下 上 分 位 数 ， 
2 六 

















定 出 中 : Wo=( 了 gon-bm-D) ,Fo(n-bm-]))。 当 Fe 时 ， 接 受 Ho， 否 则 拒绝 到。 
2. 2 


对 (2?) HY: 0o?1o0>1， 检 验 统计 量 同 上 。@®@; WO=(F_y(n-l,m-1),+%)， 





WW=(0,Fig(n-Lm-]))。 当 Fe1WW 时 ， 接 受 有 5， 否 则 拒绝 厂 。 


3. 指 数 分 布 参数 的 检验 
设 总 体 玉 Ex 入)， 试 用 样本 对 |,…, 了 ,检验 下 列 问题 : 
(1°) Ho: MW=No, Hi: MNo; 


(2°) Ho: A>40, HI: 4< 人 0 


(3°) Ho: 4<40， H?: 4>40。 





(1?) 检验 所 ， 和 = 和 Mo， 乓 : 和 )z)o。 注 意 到 在 参数 估计 中 ， 样 本 均值 筷 是 1 的 无 


























Elly 
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估计 。 且 当 关 EX 时 ，24( 六 X))=2n1 了 ~x2(2n) 。 故 取 开 = 2 作为 检验 统计 量 。 
i=] 











给 定 水 平 o, 查 卡 方 分 布 表 , x?。 (2n) 与 XY2 (2n) , 定 出 检验 法 ®: Wo= (Xx? (2n), x2 21) ， 
2 2 2 2 





Fi=(0X (2n)U (Ya (2n),1%)。 当 Kz e Wo 时 ， 接 受 所， 否则 拒绝 印 。 
2 记 


(22) 检验 Hi: 4>40，HI: 4<?10。 取 检验 统计 量 同 上 ,@: Wo= (YE (27), + %)， 





WI=(0, X 了 2 (2n)) 。 当 Ke Wo 时， 接受 而 ， 和 否则 拒绝 之 。 











(3?) 检验 五 14: 4< 加 ，H?: 4>40。 请 读者 自己 给 出 一 个 检验 法 。 


8$ 4 总 体 分 布 的 假设 检验 


丁 简要 讨论 总 体 分 布 的 假设 检验 问题 。 





怎么 知道 一 个 总 体式 的 分 布 函数 是 某 个 给 定 的 分 布 函数 FoO 呢 ? 这 是 个 在 具体 应 用 
中 经 常 要 遇 到 的 问题 ， 因 为 许多 工程 技术 、 经 济 管 理 中 的 问题 所 引出 的 随机 变量 X， 往 
往 不 能 根据 概率 论 或 有 关 专 业 理论 推出 的 (理论 ) 分 布 函 数 。 只 能 从 得 到 大 样本 观测 
值 (Ze )=(0 zx) 的 一 大 堆 数据 中 ， 用 统计 推断 的 方法 初步 找 出 统计 规律 ， 进 
总 体 分 布 可 能 是 什么 样子 的 猜想 或 假设 。 然 后 ， 再 利用 样本 观测 值 对 提出 的 假设 
进行 验证 、 修 改 、 再 验证 ， 以 得 到 较为 可 靠 、 满 足 需 要 的 分 布 函数 。 







































































































































































一 般 情形 大 致 分 为 二 步 。 首 先 对 取得 的 大 样本 数据 作 初步 整理 〈 包 括 求 元 9 ， 作 直 


方 图 等 )， 由 此 推断 出 总 体 可 能 服从 的 分 布 函数 Fx) 或 密度 函数 ftx))， 其 次 ， 利 用 本 
节 介 绍 的 常用 非 参数 检验 法 检验 总 体 是 否 就 是 原 假设 的 分 布 函数 F(x)。 












































1. 数据 初步 整理 ， 分 布 的 近似 求法 


设 总 体外 是 r.v.， 怎 样 根据 样本 观测 值 (x1,…,x) 近似 求 出 外 的 密度 函数 (或 分 布 

















函数 ) 呢 ? 通常 可 以 通过 对 数据 的 初步 整理 与 分 析 ， 求 出 的 经 验 分 布 函 数 包 ,(x)， 作 
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为 对 站 的 理论 分 布 FQ) 的 一 个 近似 (估计 )， 亦 可 直接 用 图 解法 ， 例 如 画 直 方 图 频率 
图 )， 作 为 对 密度 函数 的 近似 〈 估 计 )。 





























数据 初步 整理 与 画 直 方 图 大 致 步 又 如 下 : 


1. 对 样本 值 x1,…,x, 进行 分 组 : 








(1) 找 出 MX1 ,Xn 的 最 小 值 与 最 大 值 ， 记 为 Xa) 与 x0) ; 





























(2) 取 a=xa)〔 或 略 小 于 xa) )， 好 xzoa) 或 略 大 于 x )， 并 等 分 区 间 [a,5] 为 m 个 





小 区 间 ， 分 点 记 为 4=to < <…<ty =b5， 其 中 1 -tj;=(5--a)/m。( 分 组 数 m 取 多 大 














无 确切 要 求 。 通 常 样本 容量 小时，m 也 应 小 些 ,， 但 m>5 。n 很 大 时 ，m 应 取 大 些 ， 例 
如 当 n>50 了 时， 可 取 10<m<20); 












































(3) 数 出 样本 值 落 在 区 间 (z; 1,1;] 上 的 个 数 ， 记 为 w。 l<i<m 
































2. 计算 样本 点 落 在 小 区 间 上 的 频率 ， 即 f; = vi /n ， 表 样本 值 落 在 区 间 (tj_i,ti;] 上 的 























频率 。 由 大 数 定律 可 知 ， 当 n 是 够 大 时 
































{i / / 
Pi=P(ti 3 fdxS fit ti) ARPtiy Sti st 











故 nn 充分 大 时 ， 可 取 js pi/(ti 一 ti1) 作 为 fx) 在 区 间 (tiji,ti] 上 的 近似 。 


























3. 画 直方 图 ， 即 在 x 一 y 坐标 平面 上 ， 男 一 排 小 长 方形 ， 对 于 区 间 (tiji,ti] ， 画 以 

































































(fi; 为 底 ， 以 yi = fi/(ti 一 ti1) 为 高 的 长 方形 1<i<m。 如 此 作出 的 图 叫做 直方 图 。 











从 直方 图 的 形状 推测 了 的 密度 函数 tx) 可 能 是 什么 样子 。 


























4. 记忆 ()=7 ecw /mVreR， 称 记 (x) 为 FG) 的 经 验 分 布 ,或 称 为 样本 的 累积 
i=] 




















频率 。 由 第 四 、 五 章 可 知 ，E F(x)=FQx)， | (事实 上 有 更 强 的 结果 : 
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和 | 














lim £0%) 三 FG9 )。 因 此 记 Co 可 作为 Fx) 的 估计 量 (试验 前 )》 和 估计 值 ( 试 验 后 )。 


2. 总 体 分 布 的 假设 检验 之 一 一 一 拟 合 优 度 检验 


本 节 讨 论 如 何 由 总 体 X 的 样本 观测 值 去 检验 它 是 否 与 菜 一 理论 分 布 相符 合 ， 即 总 体 
分 布 函 数 的 假设 检验 ， 即 Fo: 工 以 Fo 为 分 布 函数 。 














设 总 体 XX 的 样本 匀 |,…,X; 的 观测 值 为 x1,…,x ， 按 前 数据 初步 整理 记号 ， 取 











a=minxi;, b=maxx;。 把 (qa,b] 用 分 点 a=t0 <t1 <…<tm=5 分 (a,8] 为 m 个 小 区 间 ， vy; 
i i 




















表 对 |,…, 子 , 的 观察 值 落 在 (t,t;] 上 的 个 数 1<i<m。 则 f; =v /n 表 事件 (1; 1 <Y<1;) 








在 n 次 独立 试验 中 出 现 的 频率 。 记 p; = P(t; 1 < 于 <t) 表示 事件 (t; 1 < 对 <1) 的 概率 。 














知 瑟 成 立时 ， 则 疡 =FG)-RGD 就 是 事件 (41 < 针 <4) 的 概率 ， 因 此 如 果 名 成 立 ， 





那么 (f; -pj)? = /np;)? 理 应 比较 小 。 于 是 








2 2 
m n (vi -np;) ] vi 
re (4.D 
=] i i=] 


i=l] i i 




















当 成 立时 ， 也 应 该 取 值 较 小 才 符 合 原 假设 友 。 换 言 之 ， 如 上 式 右边 每 项 差异 越 小 ， 
则 原 假设 加 越 是 可 信 ， 也 就 更 加 愿意 去 接受 它 〔 式 中 的 因子 他 在 一 定 程度 上 起 到 平衡 
n 
















































































的 作用 )。 基 于 上 述 直观 分 析 ， 我 们 可 以 考虑 用 上 式 统计 量 K%_| 取 值 的 大 小 作为 拒绝 或 














接受 印 的 推断 依据 , 这 个 统计 量 K2_1 称 为 皮尔 逊 (K.Pearson) 的 拟 合 优 度 检验 统计 量 。 


这 是 因为 皮尔 还 在 1900 年 证 明了 以 下 重要 定理 : 











定理 4.1 若 原 假设 加 (X 以 Fo 为 分 布 函数 ) 成 立 ， 则 当 样 本 容量 nw 时 ，KZ_] 




















的 分 布 趋向 于 























度 为 (m-1) 的 x ?分布 ， 即 x?(m--1)。 


282 第 十 一 章 假设 检验 




















这 样 ， 当 样本 容量 n 很 大 时 , 可 以 用 Kz_| 作为 检验 也 的 检验 统计 量 。 下 面 给 出 2 
检验 法 的 基本 步骤 : (1) 原 假 设 国 : 对 以 F(X) 为 分 布 函 数 ; CO) 检验 统计 量 为 











2 
m (v; — np; ] ys a 
Pe A pp) - >- 二 -n ; (3) 给 定 a， 查 表 x2(m-1l) ， 使 得 
i=1 npi Ni=1p 








P(K2 1 > Xm 一 ]))=Q， 定 出 拒绝 域 所 =( 旭 (nm 一 ]),+%)， 接受 域 Wo =(0,x2 (m1))， 








(4) 计算 K2_ 1 值 ， 当 K2 1>Y202-D 时， 拒绝 而 ; 当 K2 1<Y202-D 时 ， 接 受 。 


例 4.1 〈 本 例 是 遗传 学 上 有 名 的 例子 ) 遗传 学 家 熏 德 尔 (Mendel) 根据 对 怠 豆 的 大 
量 观测 发 现 豌 豆 的 两 对 特性 圆 与 皱 ， 黄 与 绿 所 出 现 的 四 种 组 合 记 录 ， 其 频率 如 下 : 
n=556 

















组 合 I ”1 同 黄 2 皱 黄 3 圆 绿 4 皱 绿 


y; 315 101 108 32 


pi 9/16 3/16 3/16 1/16 




















另 一 方面 ， 根 据 他 的 遗传 学 理论 ， 备 德尔 认为 怠 豆 的 上 述 四 种 组 合 的 理论 推导 上 的 概率 
为 pl= 9/116，p2=p3= 3/16，p4=1/16。 现 用 统计 量 来 检验 孟 德 尔 的 理论 与 实测 数据 的 
拟 合 优 度 。 由 (4.1) 式 
































K2 ,= 1 (3152719+101213+108213+322)_556=0.47 
556 


车 给 定 a=0.05， 查 表 X80s(3)=7.8， 而 K2% | =0.47<x2o0s(3)=7.8， 故 接受 加 。 可 知 孟 
德尔 的 理论 分 布 与 实际 数据 拟 合 的 好 。 





3. 总 体 分 布 的 假设 检验 之 二 一 一 柯 尔 莫 戈 洛 夫 (Kolmogorov) 检验 














我 们 在 前 面 介绍 了 一 个 总 体 的 经 验 分 布 以 概率 收敛 到 其 理论 分 布 。 但 事实 上 ， 还 有 


| .9 


更 强 的 结果 。 只 要 注意 到 对 固定 的 xeR ，F0) 是 表示 事件 (XY< 的 概率 ， 而 

















\ 




















HH 









































现 事件 (X< 的 频率 。( 注 





所 (x)=》 Tew /1n,VxeRR 可 看 作 是 n 次 独立 重复 试验 中 出 
i 
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意 匀 |,…, 久 ;独立 与 闻 同 分 布 )。 故 由 贝 努 里 强大 数 定 律 ，Yx eR 固定 ， 有 
P{lim F(x)= F(x)}=1 (4.2) 


即 包 (x) 以 概率 1 收 化 到 F(x) (PF) 一 上 > 了 (x) )。 

















然而 上 述 结果 是 针对 每 一 个 固 















































定 的 xeR 而 言 的 ,因而 它 的 收敛 性 是 局 部 性 态 。 下面 
介绍 格 里 文科 (WV.Glivenko) 在 1953 年 证 明 的 一 个 重要 定理 。 


人 二 








定理 4.2 (VGlivenko 定理 ) 设 样 本 说/，,…, 了 ,ii.d.~F(x)，F,(x) 为 其 经 验 分 布 函数 ， 
则 : 





思 


Pt{lim sup| F(x)— F(x)|=0}=1 (4.3) 
no%~0 xeR 


即 当 半 -~> oo 时 ， 经 验 分 布 忆 (x) 关于 x 均匀 地 以 概率 1 收敛 到 理 





E 论 分 布 Foo)。 


以 下 介绍 柯 尔 莫 臣 洛 夫 (Kolmogorov) 检验 























上 面 介绍 利用 分 布 检验 总 体 分布 ， 需 将 数据 进行 分 组 ， 而 分 组 具有 很 大 的 随意 性 ， 
一 方面 导致 样本 信 








县 的 无 法 充分 利用 。 另 一 方面 ， 所 拟 合 的 优 度 实际 上 是 分 组 导出 的 分 
段 设 的 分 布 。 这 里 给 出 柯 尔 英 戈 洛 夫 检 验 检验 法 是 利用 基于 经 验 分 布 
函数 的 检验 统计 量 。 其 基本 依据 是 : 由 上 面 的 格 里 文科 定理 ，n ->o% 时 ， 经验 分 布 F(x) 








布 ， 而 不 是 拟 合 所 


















































以 概率 1 一 致 收敛 到 总 体 理论 分 布 F(x)。 故 可 定义 包 (x) 到 五 的 “距离 ”为 : 

















D, (F, (x), F) = sup| F,(x) -FX)| (4.4) 


现 设 F(x)，XX|,…, 了 XY, 为 其 相 








本 ， 素 (Oo) 为 其 经 验 分 布 函数 。 要 检验 原 假设 Fo: 
总 体式 的 分 布 F(x)=Fo(x)。 其 9 

















FP Fo) 为 菜 一 已 知 分 布 函 数 。 由 (4.3) 式 知 ,当权 成 立 , n 王 0 


时 万 , (F(X), 了) 以 概率 1 收敛 到 0， 故而 万 , (PF,(x), 卫 ) 的 大 小 可 以 显示 所 (x) 对 总 体 F(x) 


的 拟 合 程度 。D, 越 大 ， 反 映 拟 合 越 差 ， 反之，D; 越 小 ， 反 映 拟 合 越 好 。 























因此 ， 可 以 用 
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DD, 作为 检验 画 的 检验 统计 量 。 为 此 还 需要 导出 当 孔 成 立时 ， 刀 ,的 极限 分 布 。 因 7-> wm 
时 万 , 以 概率 1 收敛 到 0。 故 考虑 极限 性 态 时 ， 需 把 刀 , 适当 放大 Vn 倍 ， 从 而 考虑 VaD， 
的 极限 分 布 。 柯 氏 在 20 世纪 30 年 代 证 明了 以 下 著名 定理 : 














定理 4.3 设 总 体 分布 F(x)=Fo(x) 为 连续 函数 ， 记 DD, = D, (F,, 本)，vVd >0， 则 有 : 





lim P{YnD, <d} = 六 CD exp(-2K52d2) (4.5) 
Nn—>% 和 




















证 明 已 超出 本 书 范围 ， 从 略 。 

















利用 上 述 结果 可 以 用 检验 水 平 为 a 的 检验 。 取 qd， 使 lim P{VnD, > 中 =w， 列 表 如 




















VnD, 的 临界 值 ( lim P{VnD, > d} =@&) 


d 0.575 0.678 0.830 1.02 1.23 1.36 1.63 








D, 的 计算 如 下 : 设 样 本 观测 值 的 顺序 统计 量 为 x ,< x, <…<x,， 计 算 
大 一 1 k 
di = 导 0 = 人 ，D =max{dii, di 大 = 中 


当 VnD, >d 时 ， 拒 绝 加 ， 否 则 接受 。 





在 各 种 分 布 函 数 检 验 中 ，K 氏 检 验 的 灵敏 度 高 ， 与 分 组 无 关 ， 效 果 比 较 好 。 但 此 法 
只 能 在 F(x) 为 连续 函数 下 可 用 。 
































练习 题 


人 








11.1 由 经 验 知 某 零 件 重 量 X~N(1,o” ) ,=1$，a2=0.05。 技 术 革新 后 ， 抽 了 6 个 样 


品 ， 测 得 重量 为 (单位: 克 ): 14.7, 15.1, 14.8, 15.0, 15.2, 14.6， 已 知 方差 不 变 ， 问 平均 重 
量 是 否 仍 为 15? (a=0.05) 






















































































11.2 糖 厂 用 自动 打包 机 打包 ， 每 包 标 准 重量 为 100 斤 。 每 天 开工 后 需要 检验 一 次 打 
包机 工作 是 否 正常 , 即 检查 打包 机 是 否 有 系统 往 差 。 革 日 开工 后 测 得 几 包 重量 为 〈 单 位 : 
帮 ) 如下: 









































99.3, 98.7, 100.5, 101.2, 98.3, 99.7, 99.5, 102.1, 100.5 




















问 : 该 日 打包 机 工作 是 否 正常 ? (a=0.05; 已 知 包 重 服从 正 态 分 布 。) 


























11.3 正常 人 的 脉搏 平均 为 72 次 / 分 ， 现 茶 医 生 测 得 10 例 慢性 四 乙 基 铅 中 毒 是 
脉搏 〈 次 /分 ) 如 下 : 





Em 
或 
Es 








54, 67, 68, 78, 70, 66, 67, 70, 65, 69 






































问 : 四 乙 基 铬 中 毒 患者 和 正常 人 的 脉搏 有 无 显著 性 差异 〈 已 知 四 乙 基 铅 中 毒 患者 的 脉搏 
服从 正 态 分 布 。) 
































11.4 用 热 敏 电阻 测 温 仪 间接 测量 地 热 勘 探 井 底 温度 , 重复 测量 7 次 , 测 得 温度 (  ): 


112.0, 113.4, 111.2, 112.0, 114.5, 112.9, 113.6， 而 用 某 精 确 办 法 测 得 温度 为 112.6〈 可 看 作 
温度 真 值 )， 试 问 用 热 敏 电阻 测 温 仪 间接 测 温 有 无 系统 偏差 ? (a=0.05) 





























































































































11.5 某 种 导线 ， 有 得 超过 0.005《〈 欧 姆 )。 今 在 生产 的 一 批 导 线 
中 抽取 样品 9 根 ， 测 得 S=0.007( 欧 姆 ), 设 总 体 为 正 态 分 布 。 问 在 水 平 a=0.05 下 能 认为 这 
批 导 线 的 标准 差 显 著 地 偏 大 吗 ? 



























































11.6 机 床 厂 某 日 从 两 台 机 器 所 加 工 的 同一 零件 中 ， 分 别 抽 若干 个 样 测量 零件 尺寸 ， 
: 第 一 台 机 器 的 :6.2, 5.7, 6.5, 6.0, 6.3, 5.8, 5.7, 6.0, 6.0, 5.8, 6.0 























> 


en 


第 二 台 机 器 的 : 5.6, 5.9, 5.6, 5.7, 5.8, 6.0, 5.5, 5.7, 5.5 




















问 : 这 两 台 机 器 的 加 工 精度 是 否 有 显著 性 差异 ? (oa=0.05) 



































11.7 某 工 三 采 用 新 法 处 理 废水 ， 对 处 理 后 的 水 测量 所 含 菜 种 有 毒物 质 的 浓度 ， 得 到 
10 个 数据 〈 单 位 : 毫 死 / 升 ): 












































22, 14, 17, 13, 21, 16, 15, 16, 19, 18 


280 














而 以 往 








j 老 法 处 



































(检验 水 平 a=0.05) 
11.8 从 正 态 母体 Nw,1) 中 取 100 个 样品 ， 计 算得 =10.32 。 


(1) 试 检验 克 : p=10 是 否 成 立 (a=0.01) 
(2) 计算 上 述 检 验 在 u=9.8 时 犯 第 二 类 错误 














7 


的 概率 。 




















11.9 革 | 


外 器 零件 的 平均 











的 平均 电阻 为 2.62Q， 





响 (a=0.01) ? 























已 阻 一 直 





[保持 在 2.6492。 改 变 加 工 工艺 后 ， 测 得 100 个 零件 
电阻 标准 差 (S$) 为 0.06Q， 问 新 工艺 对 此 零件 的 电阻 有 无 显著 影 
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里 废水 后 , 该 种 有 毒物 质 的 平均 浓度 为 19。 问 : 新 法 是 否 比 老 法 效果 好 ? 





11.10 菜 产 品 的 次 品 率 为 0.17。 现 对 此 产品 进行 新 工艺 试验 ， 从 中 抽取 400 件 检验 ， 
发 现 有 次 品 56 件 。 能 否认 为 这 项 新 工艺 显著 的 影响 产品 的 质量 (a=0.05)〉 ? 


11.11 
内 随机 地 
10.2， 
































某 切 割 机 1 
1 取 15 段 进 


10.9, 10.6, 10.8, 10.5, 10.7, 10.2, 10.7。 问 i 


口 





党 

















假定 金属 棒 长 度 服 从 正 态 分 布 。 





11.12 从 某 种 试验 物 中 取出 24 个 样品 ， 测 量 其 发 热 


























作 时 ， 切 割 每 段 金属 棒 的 3 











辫 段 时 间 


Ls 

















三 三 注 


均 长 度 为 10.Scm 。 仅 在 某 段 时 间 
行 测量 ， 其 结果 如 下 (cm): 10.4，10.6，10.1，10.4，10.S，10.3， 
内 该 机 工作 是 否 正 常 (a=5%)? 


计算 得 人 =11958， 子 样 标准 


差 S*=323， 问 以 5% 的 显著 水 平 是 否 可 认为 发 热量 的 期 望 值 是 12100〈 假 定 发 热量 服从 


正 态 分 布 ) ? 


11.13 有 一 种 新 安眠 药 ， 据说 在 一 定 剂量 下 ， 


















































能 比 某 种 | 




















日 安眠 药 平 均 增加 此 




















EH 民 时 间 3 


小 时 。 根 据 资 料 用 旧 安 眠 药 睡 眠 时 间 平 均 为 20.8 小 时 ， 标 准 差 为 1.6 小 时 。 为 了 检验 这 
个 说 法 是 否 正确 ， 收 集 到 一 组 使 用 新 安眠 药 的 睡 虐 时 间 为 : 







































































20.7，22.0，24.1，21.0，27.2，23.0，23.4 





























试问 :从 这 组 数据 能 否 说 明 新 安眠 药 已 达到 新 的 疗效 《假定 睡眠 时 间 服 从 正 态 分 布 ， 取 


o=0.05 ) 。 


11.14 为 了 比较 两 种 枪 























子 样 平均 数 和 子 样 标准 差 








显 


在 



































田 








弹 


弹 的 速度 (单位: 米 / 秒 )， 在 相同 条 伯 








枪弹 乙 








n, =100, 


ni =110, 

















XI =2805 9 =120.41 


元 =2680 S$, =105.00 


车 水 平 a=0.05 下 ， 这 两 种 枪弹 的 《平均 ) 速度 有 无 显著 差异 ? 































































































F 下 进行 速度 测定 。 算 得 





























小 时 )， 数 据 如 下 : 
AS 146, 141, 135, 142, 140, 143, 138, 137, 142，137 











11.15 有 甲 、 乙 两 台 机 床 加 工 同样 产品 ， 从 这 两 台 机 床 加 工 的 产品 中 随意 地 抽取 若 
干 件 ， 测 得 产品 直径 (单位 : mm) 为 
机 床 甲 20.5，19.8，19.7，20.4，20.1，10.0，19.0，19.9 
机 床 乙 19.7，20.8，20.5，19.8，19.4，20.6，19.2 
试 比较 甲 、 乙 两 台 机 床 加 工 产 品 直径 有 无 显著 差异 (Qa=5%) ?假定 两 台 机 床 加 工 产品 的 
直径 都 服从 正 态 分 布 ， 且 母体 方差 相等 。 
11.16 在 两 个 工厂 生产 的 蓄电池 中 ， 分 别 取 10 个 测量 蓄电池 的 电容 量 (单位 : 安培 
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了 厂 141，143，139，139，140，141，138，140，142，138 
(1) 试 检验 两 三 蓄电池 的 性 能 有 无 显著 差 异 〈o=5%) ? 
(2) 说 明 检验 要 作 哪 些 假定 。 
































11.17 用 大 子 样 (n>45) 检验 在 正 态 母 体 上 作 的 假设 且 , : o? =o2? 。 试 证 下 面 检验 





























若 





将 
方法 成 立 : 依据 一 次 抽样 后 的 子 样 值 算 得 X2=O-D 一 的 数值 ; 
O 
Y2>0-D+vy2-Dz。 ， 或 x2<(x-D-V2-Du。， 则 拒绝 H，; 车 


(n-D) -Vy2n -Dus <x <(n-D)+Vy2(n -Dus， 则 接受 Ho。 


11.18 测 的 两 批 电 子 器 材 的 电阻 的 子 样 值 为 
4 批 x〔( 欧 姆 ): 0.140，0.138，0.143，0.142，0.144，0.137 
B 批 y (欧姆 ): 0.135，0.140，0.142，0.136，0.138，0.140 


设 这 两 批 器 材 的 电阻 分 别 服从 分 布 NCui ,a2) 与 NCUs ,a2) 。 

































































(1) 检验 假设 Hy: o7f = ao ，a=59%; 


(2) 检验 假设 万 | : LL 三 [2 >» Q=5%o 














11.19 设 总 体 X~N (4,o*)， 其 中 o ?已 知 常数 ，4 未 知 ， 于 |,…, 子 ,为 其 样本 。 假 
设 Ho: 4=Wo0，Hi: KW=WUo+6，(J0,6>0 为 已 知 常数 )， 给 定 水 平 a=0.05。 

(1) 给 出 适当 的 检验 ; 

(2) 求 检 验 在 1 的 功效 函数 及 犯 第 二 类 错误 的 概率 ; 


























(3) oo=1,65=1， 问 nn 应 取 多 大 ， 才 能 保证 第 二 类 错误 的 概率 不 超过 0.10。 
参 


11.20 设 总 体 X~N (4,o*)， 其 中 jo 均 为 未 知 
平 a=0.05。 


数 ，XY1,…,, 是 的 样本 ,水 








(1) 若 万 0 : LL 三 LO0， Hi: HH=Ho— 0 ， 其 中 5 >0 已 知 ， 试 给 出 适当 的 检验 ; 


(2) 设 56=1,S=2， 求 检验 在 及 | 的 功效 函数 及 犯 第 二 类 错误 的 概率 。 

















11.21 设 总 体 X~N (co ) ， 其 中 心 "已 知 ， 凤 为 未 知 参数 ， 嫩 ,总 ,为 其 样本 。 














给 定 水 平 a， 任 取 Q;>0,i=1,2,Q+Q2=Q ， 记 wi 分别 为 Qj 的 分 位 数 ， 即 


288 


Pu 


试 训 





时 ， 


>uz}=0,i=1,2,、 易 知 


第 十 
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po 





P{-us <S(F-IYn/o su,}=1-a 

















E 明 在 满足 (*) 式 的 所 有 图 信和 度 为 (1-Q) 的 置 














其 置信 区 间 长 度 最 小 。 





11.22 某 车 床 生 产 一 大 批 滚珠 ， 随 机 的 


Wasg023, 24.3544, 23. 
pe er We 
S001, .15685 2 
22.6404, 24.3034, 24. 
24.1476, 23.4952, 22. 
ph se ke Pe a 2 eR 
23.0804, 23404d, 23, 
23.0525, 23.7584, 24. 

















1 取 100 个 产品 ， 测 其 直径 为 














9233, 24 





5198, 24 


8727, 24. 
37158 23.. 


.0445, 23.4364, 

758, 24.0031, 23.8884, 24.0987, 
5493, 23. 
让 2 
了 3777 2 本。 
.2968, 24.291, 24.4918, 


T9771y 225 7114717.23:8448, 
9506, 23.6562, 
5511, 23.6283, 24.3536 


9305, 24.6421, 23.6771 
5969, 24.2726, 23.3415 


24.111, 24.0558, 23.4708, 24.5098, 23.7647, 23.3443, 
23.7184, 24.075, 23.9409, 24.2786, 23.7967, 24.7233, 





2355952, 23%5276, 24 
22.3605, 24.1839, 24 
24.0573, 23.4904, 23 
24:311 .234593;7 :24 
24.1319, 24.1867, 23 
24.1003, 24.0227, 23 
24.2285, 23.5902, 25 











.9612, 24. 
i20387723. 
.7993, 24. 
.1746, 23. 
O00 2 
.3076, 23. 
.1617, 24. 


1335, 23.7452, 22.9702 
5494, 23.7727, 23.588, 
7465, 24.7903, 24.3881 
30897 23.0311,;, 23;,7536 
9899, 23.6849, 24.1231 
505, 23.5098, 24.5512, 
5817, 24.0338, 23.3527 




















(1) 用 第 四 节 中 的 数据 整 














~ 





(2) 试 猜 它 服从 什么 分 布 ? 








布 的 均值 ， 方 差 。 




















办 法 对 数据 进行 整理 ， 并 画 出 直方 图 。 
首 用 拟 合 优 度 检验 法 进行 检验 你 的 猜想 ， 





















































章 假设 检验 


G) 


信 区 间 (-we ,ze ) 中 , 当 取 w = az =w%/2 


(单位 : mm): 


了 


了 


了 


了 


了 


了 


了 


同时 求 出 该 分 


